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1 Передмова

Цей збiрник мiстить задачi олiмпiад з iнформатики (програмування), що

вiдбувалися у Черкаськiй областi у 2013/14 та 2014/15 навчальних роках. Точнi-

ше, вiн охоплює тури обласних iнтернет-олiмпiад, а також дру́гi (районнi/мiськi)

та третi (обласнi) етапи Всеукраїнської олiмпiади з iнформатики. Для кожної

задачi наведенi умова та вказiвки щодо її розв’язування.

Умови задач, що входять до збiрника, формувалися авторським колекти-

вом у складi Порубльова I. М. (ЧНУ), Богатирьова О. О. (ЧНУ), Фурника I. В.

(ЧОIПОПП), Шемшура В. М. (ЧОIПОПП), Безпальчука В. М. (ЧНУ), Чернен-

ка Р. В. (випускник ЧНУ 2011 р.), Полiщука Д. I. (випускник ФiМЛi 2004 р.).

Умови задач наведенi без редагування, у виглядi, максимально близькому до

того, який вони мали на самих етапах олiмпiади.

Бiльшiсть тексту розборiв (пояснень) до задач написана Порубльовим I. М.,

з урахуванням порад вищезгаданих авторiв. Крiм того, низку слушних пропози-

цiй висловив Полосухiн В. А. (випускник ФiМЛi 2014 р., який брав участь лише

у пiдготовцi розборiв пiсля вiдповiдних турiв). У деяких окремих випадках вико-

ристанi також розв’язки учнiв — учасникiв вiдповiдних турiв олiмпiади.

Збiрник не призначений замiнити пiдручник з програмування. Використо-

вуючи конкретнi задачi, нереально побудувати збалансований курс, що розглядає

продуманий перелiк тем; та й спiввiдношення обсягу задач (23 задачi з 6 турiв) та

обсягу збiрника (85 сторiнок) робить неможливим детальний розгляд усiх потрi-

бних для розв’язання цих задач алгоритмiв. Тому основна увага у збiрнику при-

дiлена поясненням нестандартних рiшень у цих задачах. Коли задача зводиться

до реалiзацiї вiдомого алгоритму, зазвичай наводиться посилання на джерела в

мережi Iнтернет або лiтературу. Рекомендується використовувати цей збiрник у

поєднаннi iз пiдручниками з програмування, монографiями та/або сайтами, де

розглядаються ефективнi алгоритми, тощо.

Роздiл 2 (стор. 6–15) мiстить огляд специфiчних питань, якi часто вико-

ристовуються пiд час обговорення са́ме олiмпiадних задач.
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На олiмпiадi з iнформатики (програмування) ро́зв’язком задачi учасником

є програма. Даний збiрник майже не мiстить текстiв таких програм, але вони

доступнi як посилання на сайт ideone.com. Там їх можна бачити з пiдсвiткою

синтаксиса, скачувати (у виглядi, придатному для редагування i компiлювання),

а при бажаннi — створювати власну копiю (ця дiя називається «fork») i працюва-

ти з нею безпосередньо на сайтi (це буває зручно, якщо потрiбно швидко щось

спробувати на чужому комп’ютерi, де нема середовища програмування). Крiм

того, у роздiлi «Олiмпiади» форума сайту cit.ckipo.edu.ua розмiщено i цю

версiю збiрника, i версiю, де всi тексти програм розмiщено у самому збiрнику.

2 Огляд особливостей «олiмпiадного» та «ал-

горитмiчного» програмування

Який формат задач? На олiмпiадi з iнформатики (не iнформацiй-

них технологiй, а iнформатики; пишуть також «iнформатики (програмування)»)

учасник отримує текстовi задачi, розв’язком кожної з яких повинна бути програ-

ма мовою програмування, що зчитує вхiднi данi (з клавiатури чи текстового

файлу), обробляє їх згiдно з умовою задачi та виводить результат (на екран чи

у текстовий файл). Iснують також деякi iншi формати, але вони рiдко використо-

вуються. «Мiркування на тему», вираженi учасниками словесно, не приймаються

i не перевiряються ще з кiнця 1990-х рр.

Звiдки беруться оцiнки, промiжнi мiж 0 i максимумом? Як пра-

вило, кожна задачi перевiряють за допомогою тестiв. Це розроблена (автором

задачi або журi) сукупнiсть прикладiв, кожен з яких мiстить вхiднi данi й вiдпо-

вiдну їм правильну вiдповiдь. Кожен розв’язок кожного учасника запускається

на усiх цих прикладах, i за тi з них, де програма вивела правильний результат,

уклавшись у обмеження за часом та обсягом пам’ятi, нараховуються бали.

Iснують програми, якi виводять iнколи правильнi вiдповiдi, iнколи непра-

вильнi. Бувають правильнi, але неефективнi програми, якi частину тестiв прохо-
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дять (отримуючи бали), а на рештi отримують замiсть балiв вердикт «Переви-

щено час роботи». I так далi. Звiдси й рiзнi бали.

У цього способу оцiнювання є недолiки. Наприклад, описанi на стор. 28

засоби набрати частину балiв за задачу «Логiчний куб» можна сприймати як

нечеснi. Але коли учасники розумiють систему оцiнювання, а розробник тестiв

дбає, щоб вiдсоток балiв за надто простi неповнi розв’язки був не таким ве-

ликим — цi недолiки нiвелюються. Крiм того, поки що нема кращого способу

проводити автоматичну перевiрку програм, яка все-таки i швидка, i вiльна вiд

недолiкiв, подiбних до «член журi неправильно прочитав почерк учасника».

У деяких задачах можливi рiзнi правильнi вiдповiдi. Скажiмо, у тому ж

«Логiчному кубi» слiд виводити мiнiмальний шлях, i рiзнi шляхи (послiдовно-

стi вершин) можуть мати однакову мiнiмальну довжину. На якiсно пiдготовленiй

олiмпiадi для таких задач пишуть т. зв. чекери (checkers), якi перевiряють вiд-

повiдь програми учасника по смислу. Чекери пишуть автори задач або члени

журi, а не учасники, тож кому цiкаво — шукайте деталi самостiйно (зокрема, на

codeforces.com), кому нi — можна обмежитися правилом, що у таких ситуацiях

треба виводити будь-яку одну правильну вiдповiдь.

Чи можна здавати багато розв’язкiв однiєї задачi? Наразi на

Всеукраїнськiй олiмпiадi з iнформатики учасники можуть багатократно здавати

свої розв’язки у перевiряючу систему, взнавати результати (тривалiсть перевiр-

ки — вiд кiлькох секунд до кiлькох хвилин), i з усiх спроб автоматично виби-

рається найкращий результат. Обмеження на кiлькiсть спроб здачi iснують, але

лояльнi (як-то «до 60 на учасника сумарно по всiм задачам»).

Iнша справа, що правила не завжди були такими (на IV (фiнальному) етапi

вони такi з 2012 р., на III (обласному) — з 2013 р.), й невiдомо, як довго вони

будуть такими. Iснує точка зору, що цi правила «спонукають клацати замiсть

думати», тож на деяких iнших змаганнях з програмування залишили «старий,

але правильнiший» формат, коли перевiрка на повному наборi тестiв вiдбуває-

ться пiсля туру, а пiд час туру учасник взнає́ лише, чи проходить його програма
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всього кiлька тестiв. Є й системи оцiнювання, коли зайвi спроби здачi можливi,

але якось «штрафуються». Краще уточнювати такi моменти перед туром.

Якi допустимi мови програмування? Згiдно Правил Всеукраїн-

ської олiмпiади з iнформатики — C++, C, Pascal. Сервер Черкаського ОIПОПП

ejudge.ckipo.edu.ua їх пiдтримує (С++ — як g++, C — gcc, Pascal — Free

Pascal). Фактично на ejudge.ckipo.edu.ua наявнi також Python, Java, Perl,

mono C#, Free Basic, i на бiльшостi олiмпiад, що вiдбуваються на цьому серверi,

якщо учасник хоче — може здавати програми цими мовами, отриманi бали вра-

ховуються. Але адмiнiстрацiя серверу та журi туру не несуть вiдповiдальностi та

не приймають претензiй, якщо виявиться, що деякi задачi деякими з не реко-

мендованих мов не можуть бути розв’язанi на повнi бали, бо, наприклад, навiть

найкращий алгоритм не на всiх тестах вкладається у обмеження за часом чи

обсягом пам’ятi. (Для C++, C, Pascal така вiдповiдальнiсть є.)

Коли у текстi цього збiрника згадується, що якусь частину задачi мовою

Pascal треба писати самому, а мовою C++ можна використати готову бiблiотечну

функцiю — часто (але не завжди) подiбна функцiя є також i в мовах Python та

Java. Так що знання цих мов (якщо, звiсно, вони доступнi на потрiбному турi)

все ж може розширити можливостi учасника.

Як працювати у ejudge? В Iнтернетi багато iнструкцiй щодо роботи

з ejudge. Наприклад, на офiцiйному сайтi розробника, починаючи з ejudge.ru/

wiki/index.php/Веб-интерфейс_пользователя Ще одна — goo.gl/AxLPii

На думку авторiв збiрника, для початку важливi такi питання.

1. За адресою ejudge.ckipo.edu.ua має з’явитися сторiнка з вибором наразi

доступних «змагань» (в т. ч. тренувань). При клiку на конкретне тренування,

з’являється пропозицiя зайти (залогiнитися).

(a) Якщо у Вас вже є акаунт на ejudge.ckipo.edu.ua, спробуйте скориста-

тися ним (акаунт може бути один на рiзнi тренування). Якщо акаунт вже

є, але Ви забули пароль — автоматичного вiдновлення/скидування паролю

нема. В окремих виключних випадках можливе ручне скидування (див. та-

кож п. 4b), але якщо акаунт не цiнний — реєструйте новий.

Сторiнка 8 з 85



Збiрник задач та їхнiх розв’язкiв обласних, районних (мiських)

олiмпiад з iнформатики Черкаської областi, (2013–2015 р.р.)

(b) Щоб зареєструватися, натиснiсть «Создать учётную запись», наберiть ба-

жаний login та свiй email (реально доступний). Знайдiть у поштi лист (вiн

може потрапити у спам), перейдiть по вказаному лiнку, наберiть вибраний

Вами login, та пароль, що прийшов у листi. Якщо буде написано «Не заре-

гистрирован» — клiкнiть на «Подтвердить регистрацию».

(c) Натиснувши «Участвовать», Ви потрапите всередину тренування.

2. У бiльшостi тренувань умови задач знаходяться в окремих документах за

межами єджаджа. Щоб побачити їх, натиснiсть лiнк «Условия». Коли умови

задач вiдкриються в окремiй вкладцi, не закривайте вкладку з єджаджем.

3. Щоб здати задачу, потрiбно:

(a) Добитися (наприклад, клiкнувши на «Инфо»), щоб на сторiнцi були при-

сутнi маленькi прямокутнички з кодами задач (зазвичай — A, B, C, D).

(b) Клiкнути на потрiбний (A, B, . . . ) прямокутничок.

(c) Вибрати зi списку коло мiтки «Язык» одну з доступних мов програмування.

(d) Натиснувши кнопку вибору файлу навпроти мiтки «Файл», знайдiть збере-

жений на своєму комп’ютерi файл з розв’язком. Це мусить бути вихiдний

(исходный, source, сирцевий) файл, з розширенням .pas, .cpp, .c тощо

вiдповiдно до мови програмування.

4. Можна задавати питання щодо незрозумiлих моментiв (типовий час надхо-

дження вiдповiдi для тренувань — вiд кiлькох годин до кiлькох днiв).

(a) Рекомендований спосiб: якщо Ви благополучно увiйшли всередину потрi-

бного тренування, задавайте питання через лiнк «Отправить вопрос».

(b) Якщо попереднiй спосiб недоступний (наприклад, не можете залогiнити-

ся в єджадж) — можна писати на email oioick@ukr.net, а також у вже

згаданий роздiл «Олiмпiади» форума сайту cit.ckipo.edu.ua.

Чому нема Delphi? Зi «справжнiм» Delphi є i проблема лiцензiй-

ної чистоти, i складнощi взаємодiї перевiряючої системи ejudge, що працює пiд

OS Linux, з Windows-програмами. Як компромiс, у перелiку мов ejudge.ckipo.

edu.ua є варiант «Free Pascal — Delphi mode». Вiн пiдключає деякi (не всi)

«дельфiйськi» особливостi (integer 32-бiтовий; string дозволяє рядки, дов-
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шi 255; функцiї мiстять спецiальну змiнну Result; . . . ). До речi, цей режим мо-

жна увiмкнути i зсере́дини своєї програми: написати {$mode delphi} (замiсть

{$APPTYPE CONSOLE}) i здати пiд Free Pascal.

Чи потрiбно доводити правильнiсть алгоритмiв? Залежить вiд

обставин. З одного боку, доведення не вимагаються та не оцiнюються. З iншо-

го — не вмiючи доводити, важко оцiнювати правильнiсть iдей. Якщо програма

видає неправильну вiдповiдь, треба якось приймати рiшення, чи шукати й ви-

правляти технiчну помилку, чи повнiстю вiдкинути цю iдею й шукати iншу. У та-

кому сенсi доведення бувають кориснi, навiть якщо робити їх виключно для себе.

Приклади доведень можна бачити на стор. 18, 41, 46.

Що означають записи, подiбнi до «𝑂(𝑛2)»? Деталi можна зна-

йти в Iнтернетi чи лiтературi за назвою асимптотичнi позначення 𝑂, 𝑜, Ω, 𝜔, Θ;

«𝑂» та «𝑜» нерiдко читають «o» (одним звуком), але правильнiше «омiкрон»;

«Ω» та «𝜔» — «омега» (велика й маленька); «Θ» — «тета». Формальнi

означення складнуватi, наприклад один з варiантiв означення 𝑂 такий: число-

ва функцiя 𝑓(𝑛) є функцiєю порядку 𝑂(𝑔(𝑛)), коли iснує деяка числова фун-

кцiя 𝑓1(𝑛), така, що виконуються обидва твердження «для всiх 𝑛, 𝑓(𝑛) 6 𝑓1(𝑛)»

та « lim
𝑛→∞

𝑓1(𝑛)

𝑔(𝑛)
= 𝑐 > 0, де 𝑐 — скiнче́нне число» (яке не зростає при 𝑛 → ∞)

Простiше (не зовсiм точне) пояснення: нехай нас цiкавить, наскiльки стрiм-

ко зростає функцiя 2𝑛2+17𝑛+12
√
𝑛+500 при 𝑛→∞. При дуже великих 𝑛, до-

данок 2𝑛2 значно перевищує всi iншi разом узятi, тож можна приблизно оцiню-

вати всю суму самим лише 2𝑛2. Пiдемо ще далi й скажемо, що нас не цiкавить,

чи 2𝑛2, чи 7𝑛2, чи 1
6𝑛

2 — головне, що коефiцiент при 𝑛2 є скiнче́нним стро-

го додатним числом. Оце й показує, що як 2𝑛2+17𝑛+12
√
𝑛+500, так i 7𝑛2,

так i 1
6𝑛

2+100𝑛
√
𝑛+12345 являють собою 𝑂(𝑛2) та Θ(𝑛2). Вiдмiннiсть мiж

𝑂 i Θ у то́му, що 𝑂(𝑔(𝑛)) дозволяє, щоб дослiджувана функцiя була хоч «ду-

же приблизно рiвною» 𝑔(𝑛) (у щойно описаному смислi), хоч значно меншою,

а Θ(𝑔(𝑛)) — лише «дуже приблизно рiвна». Наприклад, 2𝑛
√
𝑛+17𝑛 можна

вважати хоч 𝑂(𝑛
√
𝑛), хоч 𝑂(𝑛2), хоч Θ(𝑛

√
𝑛), але не Θ(𝑛2).
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Навiщо все це програмiсту? Бо саме так зручно оцiнювати залежнiсть ча-

су робо́ти програми вiд розмiру вхiдних даних. Кiлькiсть тактiв CPU, потрiбних

для обчислення деякого виразу, залежить вiд моделi CPU та вiд того, чи помi-

щаються данi у кешi, й усе це аналiзувати дуже складно. Але можна iгнорувати

цi складнощi, заявляючи, що будь-який фрагмент програми, який не мiстить

циклiв чи викликiв пiдпрограм, працює за Θ(1). Приклад такого аналiзу (для

алгоритму сортування вставками) наведено на рис. 1.

Як потiм використати отриманi асимптотичнi оцiнки? Порiвнювати ефе-

ктивнiсть алгоритмiв (для чого не завжди треба реалiзовувати їх, часто досить

уявити структуру циклiв). А також оцiнювати шанси алгоритму помiститись у

такi-то обмеження часу при обробцi вхiдних даних таких-то розмiрiв.

Тактова частота сучасних комп’ютерiв — кiлька гiгагерц (мiльярдiв та-

ктiв за секунду). Враховуючи неточностi у питаннi «скiльки тактiв займають якi

дiї» та iгнорування констант у сами́х означеннях 𝑂 чи Θ, цi «кiлька мiльярдiв»

треба ще подiлити (причому не ясно, на скiльки), й у висновку виходить щось

дуже приблизне «за секунду встигається десь 107–109 дiй». Але навiть настiльки

приблизнi оцiнки можуть бути кориснi. Наприклад: 𝑛=108, складнiсть алгори-

тму Θ(𝑛2). Тодi (108)2=1016, час роботи вiд 1016/109=107 сек (≈4 мiсяцi) до

1016/107=109 сек (≈30 рокiв) — безнадiйно далеко вiд того, щоб укластись у

пару секунд. Або: при 𝑛=105 алгоритм складнiстю 𝑂(𝑛
√
𝑛) (105·

√
105≈ 3,2·107)

for i:=2 to N do begin
curr := A[i];
j := i-1;
while (j>0) and (A[j]>curr) do begin

A[j+1] := A[j];

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ 𝑂(i), а також 𝑂(n)
dec(j);

}︂
Θ(1)

end;
A[j+1] := curr;

end;

Сумарно буде Θ(𝑛) разiв по 𝑂(𝑛), тобто 𝑂(𝑛2). До речi, це 𝑂(𝑛2) неможливо перетворити
у Θ вiд чого б не було: при деяких вхiдних даних (наприклад, уже́ вiдсортованих) маємо
Θ(𝑛) разiв по Θ(1), тобто Θ(𝑛); при деяких iнших — Θ(𝑛) разiв по Θ(𝑖), якi, враховуючи

1+2+ . . . +𝑛= 𝑛(𝑛+1)
2

, кiнець кiнцем перетворюються у Θ(𝑛2).

Рис. 1. Приклад проведення асимптотичного аналiзу фрагменту програми
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має шанси вкластися у секунду, але без «запасу», можуть бути важливi всiлякi

оптимiзацiї у дрiбницях.

Звiсно, можна вимiрювати час i по-простому в мiлiсекундах. Автоматичнi

перевiряючi системи (включаючи ejudge) са́ме в мiлiсекундах i вимiрюють. Цi

способи не заважають один о́дному, а доповнюють.

Нарештi, у збiрнику масово використовуються записи 𝑂(𝑛 log 𝑛), Θ(log 𝑛),

тощо, в яких не вказана основа. Це не помилка, а традицiя. По-перше, завдяки

тотожностi log𝑎 𝑛= log𝑎 𝑏 · log𝑏 𝑛, вирази 𝑂(log𝑎 𝑛) та 𝑂(log𝑏 𝑛) задають один

i той самий клас функцiй при довiльних константних основах 𝑎 та 𝑏, строго

бiльших 1. По-друге, у комп’ютерних науках «стандартною» основою логарифма

вважається 2, i log 𝑛 можна трактувати як log2 𝑛.

Що таке дiапазон (цiлочисельного) типу?
0 2

3
4
9
0

9
0
9
0
9
0
9
0

Переповнення? Уявiть лiчильник електроенергiї (чи

води, чи кiлометрiв — байдуже). Кожен десятковий розряд вiдображається окре-

мим барабаном, при завершеннi значень одного вiдбувається збiльшення насту-

пного на 1. . . i у деякий момент не вистачає розрядiв, i пiсля великого числа́

одержується 0. Це i є переповнення (overflow). У комп’ютерi не барабани (i не бу-

ває зображених на рисунку промiжних станiв), але теж скiнче́нна кiлькiсть роз-

рядiв для подання чисел. Тiльки розряди двiйковi, а не десятковi, тому пере-

повнення настає не пiсля 9999 чи 999999, а пiсля чисел виду 2𝑘−1 (де 𝑘 —

кiлькiсть бiтiв), тобто, у двiйковому поданнi, 11 . . . 1⏟  ⏞  
𝑘 штук

. Звiдси, дiапазон беззнако-

вих типiв — вiд 0 до 2𝑘−1 (тут i далi обидвi межi включно). Знаковi типи мають

дiапазон вiд −2𝑘−1 до 2𝑘−1−1 (кому цiкаво, звiдки така несиметричнiсть, див.

uk.wikipedia.org/wiki/Доповняльний_код).

Наприклад, при спробi обчислити у 16 бiтах 1000𝐷𝑒𝑐×100𝐷𝑒𝑐=100000𝐷𝑒𝑐=

=11000011010100000𝐵𝑖𝑛 («𝐷𝑒𝑐» означає десяткову систему, «𝐵𝑖𝑛» — двiйкову)

фактично буде отримано лише 16 останнiх бiтiв 1000011010100000𝐵𝑖𝑛, котрi у

беззнаковому типi задають число 34464𝐷𝑒𝑐, а у знаковому — (−31072𝐷𝑒𝑐).

Окремо вiдзначимо вирази, подiбнi до c:=a*b, де a та b мають вужчий

тип, c — ширший, i результат помiщається у ширший тип, але не у вужчий.
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Чи результат буде обчислений правильно у ширшому типi, чи з переповненням

у вужчому — залежить вiд багатьох обставин. Можна вивча́ти тi обставини,

й такi знання бувають корисними. Можна в усiх сумнiвних ситуацiях робити

приведення типiв (typecasting), наприклад c:=int64(a)*int64(b).

Можна знайти таблички з точними дiапазонами (напр., www.freepascal.

org/docs-html/ref/refsu5.html). Але до них слiд ставитися обережно, бо цi

дiапазони можуть залежати вiд архiтектури «залiза», операцiйної системи та

компiлятора. Скажiмо, у en.cppreference.com/w/cpp/language/types часто

говориться «at least», тобто може бути й бiльше.

Найсумнiше, коли типи з однаковими назвами мають рiзну розряднiсть на

локальному комп’ютерi, де пише учасник, i на серверi, де вiдбувається перевiрка.

Зокрема (але не тiльки), така проблема виникає, коли учасник локально пише

пiд Delphi чи PascalABC, а здає пiд Free Pascal, який наразi при вiдсутностi

додаткових вказiвок вважає integer 16-бiтовим (директива {$mode delphi}

робить integer 32-бiтовим; див. також стор. 9).

Формат з плаваючою комою (floating point) та похибка. Iснує

експоненцiйний формат виведення дробових чисел: наприклад, 1.234e2 означає

1,234·102=123,4; частина пiсля «e» називається порядок ; до «e» — мантиса.

У пам’ятi зберiгається теж експоненцiйний формат, але двiйковий. Розряднi сiтки

як у порядку, так i в мантиси обмеженi.

Обмеженiсть порядку критична для дуже великих чи дуже близьких до 0

чисел. Наприклад, тип double, реалiзований згiдно з IEEE 754, не може мi-

стити значення, модуль яких бiльший 10307 або менший 10−324 (нуль можли-

вий; неможливi значення мiж 0 i 10−324). Обмеженiсть же мантиси призводить

до втрати точностi або похибки — наприклад, неможливостi розрiзнити у ти-

пi double 1,0000000000000001𝐷𝑒𝑐 вiд 1 (або 1,0000000000000001·10−9 вiд 10−9,

або 1,0000000000000001·1098 вiд 1098 — важливий не порядок, а те, що цифри,

якими чи́сла вiдрiзняються, не помiщаються у мантису.

В iнших типах конкретнi дiапазони можуть бути iншими; але суть двох

обмежень однакова в усiх типах з плаваючою комою.
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Проблема похибок загострюється тим, що у текстi програми та вхiдних да-

них чи́сла пишуть у десятковiй системi, а фактичне внутрiшнє подання двiйкове.

Наприклад, програма ideone.com/rnGPEl показує, що 10-кратне додавання 0.3

до (-3) не дає рiвно 0. Адже 0,3𝐷𝑒𝑐 стає нескiнче́нним перiодичним двiйковим

дробом 0,0(1001)𝐵𝑖𝑛, обмеженiсть мантиси призводить до його заокруглення, i

похибка з’являється у самiй константi.

Дiї над числами теж можуть призводити до утворення чи зростання по-

хибки. Cильно збiльшують похибку тригонометричнi та iншi складн́i функцiї (але

sqrt якщо й збiльшує, то не сильно; щодо цього виклик sqrt(x) набагато кра-

щий за виклик power(x,0.5)). А ще можуть сильно збiльшити похибку вiднi-

мання a-b при 𝑎≈𝑏 та додавання a+b при 𝑎≈−𝑏. Наприклад, для вагiв, якими

можна зважити людину, похибка ±10 г дрiбна; але якщо спробувати взнати масу
аркуша паперу шляхом того, що хтось зважиться один раз, тримаючи цей ар-

куш у руках, потiм ще раз без цього аркуша, й обчислить рiзницю вимiрювань —

результат безнадiйно втоне у похибцi. Приклад програми, де демонструється ана-

логiчна втрата результату — ideone.com/bKXT0z Тому буває важливо прове-

сти аналiтичнi перетворення, щоб отримати математично еквiвалентну формулу

з меншим впливом похибок.

Iнший поширений прийом, який намагається

нiвелювати похибки — не порiвнювати чи́сла з пла-

ваючою точкою «по-простому», а лише з «допуском

на похибку», як у табличцi праворуч.

𝑎 = 𝑏 abs(a-b) < EPS

𝑎 < 𝑏 a + EPS < b

𝑎 6 𝑏 a < b + EPS
... ...

«EPS» означає «якесь маленьке додатне число», його треба задати самому

(наприклад, const EPS=1e-6). Як правильно вибирати EPS — питання складне́.

Буває легше йти не вiд того, якої величини можуть сягати похибки, а вiд того,

наскiльки близькими можуть бути значення, якi треба розрiзняти, й бра́ти EPS

у кiлька разiв меншим. . . Iнодi варто переписувати умови так, щоб враховувати

не абсолютну, а вiдносну похибки. . .

Детальнiше про floating point та похибки можна прочитати у багатьох мi-

сцях, зокрема habrahabr.ru/post/112953
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Щодо cin/cout та scanf/printf мовою C++. Є такий сумний

факт, що введення/виведення засобами istream/ostream (зокрема, cin/cout)

працює повiльно. Настiльки повiльно, що, наприклад, на II етапi 2013/14 н. р.

у найбiльшому тестi задачi «Всюдисущi чи́сла» (стор. 28–32) саме лише чи-

тання cin-ом вхiдних даних, взагалi без обробки по сутi, вже перевищувало

обмеження часу. Вихiд — читати функцiєю scanf, яка з незвички може зда-

ватися незручною, зате швидко працює. Ще один спосiб зменшення пробле-

ми (лише часткового зменшення, тобто його не завжди достатньо) — виклик

cin.sync_with_stdio(false), який трохи пришвидшує читання cin-ом за ра-

хунок вимикання синхронiзацiї, тобто пiсля цього не можна читати поперемiнно

то засобами cin, то засобами scanf.

А взагалi, є дуже вже багато ситуацiй, коли C++ виграє у Pascal; тож

окремi випадки, коли неграмотне використання С++ призводить до результатiв

гiрших, нiж Pascal, можна вважати проявом справедливостi. . .

Ще гострiшою проблема швидкостi читання є у мовi Java, але то вже

за межами цього посiбника. Шукайте самостiйно.

3 Задачi та їхнi розв’язки

3.1 Обласна iнтернет-олiмпiада 2013/14 н. р.

Задачi доступнi для дорiшування (ejudge.ckipo.edu.ua, змагання №10).

Задача A. «Тор»
Вхiднi данi: Клавiатура (stdin) Обмеження часу: 1 сек

Результати: Екран (stdout) Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Як вiдомо, тор — це поверхня бублика, яку можна отримати таким чином:

узяти прямокутник розмiром 𝑛 клiтинок по вертикалi на 𝑚 клiтинок по горизон-

талi, склеїти верхню сторону з нижньою (отримається цилiндр), потiм закрутити

цилiндр у бублик i склеїти лiву сторону з правою.
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⇒ ⇒

Назвемо двi клiтинки сусiднiми, якщо вони мають спiльну сторону. Нехай

за одну секунду можна перейти з клiтинки до будь-якої сусiдньої з нею. За який

мiнiмальний час можна потрапити з клiтинки (𝑟1; 𝑐1) у клiтинку (𝑟2; 𝑐2)? Перше

число у позначеннi клiтинки — номер рядка початкового прямокутника, друге —

номер стовпчика.

Вхiднi данi. Програма повинна прочитати зi стандартного входу (кла-

вiатури) шiсть натуральних чисел, у порядку 𝑛, 𝑚, 𝑟1, 𝑐1, 𝑟2, 𝑐2. Виконуються

обмеження: 26𝑛,𝑚6 1 000 000 000, 16 𝑟1, 𝑟26𝑛, 16 𝑐1, 𝑐26𝑚.

Результати. Програма має вивести на стандартний вихiд (екран) єдине

цiле число — мiнiмальний час.

Приклади:

Вхiднi данi Результати

10 10 5 5 1 1 8

10 10 9 9 1 1 4

Розбiр задачi. Необхiдно дiстатися з точки (𝑟1, 𝑐1) тору у точку (𝑟2, 𝑐2)

тору по «зацикленому» простору тора. Скориставшися вiдомим принципом

незалежностi перемiщень, можна побачити, що перемiщення в горизонтальному

i вертикальному напрямках не залежать одне вiд одного. Розглянемо перемiще-

ння як перетин вертикальних i горизонтальних сторiн клiтинки. Незалежно вiд

траєкторiї, необхiдно перетнути лише певну конкретну кiлькiсть вертикальних

лiнiй (позначимо цю кiлькiсть Δ𝑟) i горизонтальних лiнiй (вiдповiдно Δ𝑐).

(Звiсно, якщо не розглядати вiдверто не мiнiмальнi шляхи, де одна й та ж лiнiя

перетинається багатократно.) Тодi вiдповiдь на задачу є Δ𝑟 +Δ𝑐, оскiльки для

змiни будь-якої з координат на 1 необхiдно затратити 1 секунду.

Є 2 способи перемiститися з рядка 𝑟1 у 𝑟2 — перетинаючи край початкового

(до згинiв i склеювань) прямокутника i не перетинаючи. Вважаємо спочатку,

що 𝑟1<𝑟2. Тодi не перетинаючи край витратимо (𝑟2−𝑟1) сек, а перетинаючи

спочатку доберемося до рядка 1 ((𝑟1−1) сек), потiм до рядка 𝑛 (1 сек), i з нього

у 𝑟2 — ((𝑛−𝑟2) сек). Сумарно (𝑟1−𝑟2+𝑛) сек. Тобто, треба вибрати мiнiмум зi
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значень (𝑟2−𝑟1) (не перетинаючи край) i (𝑟1−𝑟2+𝑛) (через край). Але це лише

для випадку 𝑟1<𝑟2, а при 𝑟1>𝑟2 аналогiчними мiркуваннями отримуються схожi,

але iншi формули (𝑟1−𝑟2) i (𝑟2−𝑟1+𝑛). Щоб не задумуватися, яка з координат

бiльша, можна використати формулу

Δ𝑟 = min
(︀
(𝑟1 − 𝑟2 + 𝑛) mod 𝑛, (𝑟2 − 𝑟1 + 𝑛) mod 𝑛

)︀
.

З Δ𝑐 слiд вчинити аналогiчно, потiм додати Δ𝑟 +Δ𝑐.

Задача B. «Паркет–1»
Вхiднi данi: Клавiатура (stdin) Обмеження часу: 1 сек

Результати: Екран (stdout) Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Щоб зобразити за допомогою паркету Супер-Креативний Вiзерунок, треба

𝑁1 дощечок розмiрами 1×1, 𝑁2 дощечок розмiрами 2×1, 𝑁3 розмiрами 3×1,

𝑁4 розмiрами 4×1 та 𝑁5 дощечок розмiрами 5×1. Купити можна лише дощечки

розмiрами 5×1. Дощечки можна рiзати, але не можна склеювати. Наприклад,

коли потрiбнi п’ять дощечок 2×1, їх не можна зробити з двох дощечок 5×1,

але можна з трьох. Для цього двi з них розрiжемо на три частини 2×1, 2×1 та

1×1 кожну, а третю — на двi частини 2×1 та 3×1. Отримаємо потрiбнi п’ять

дощечок 2×1, а двi дощечки 1×1 та одна 3×1 пiдуть у вiдходи.

Напишiть програму, яка, прочитавши кiлькостi дощечок 𝑁1, 𝑁2, 𝑁3, 𝑁4

та 𝑁5, знайде, яку мiнiмальну кiлькiсть дощечок 5×1 необхiдно купити.

Вхiднi данi. Вхiднi данi слiд прочитати зi стандартного входу (клавiа-

тури). Це будуть п’ять чисел 𝑁1, 𝑁2, 𝑁3, 𝑁4 та 𝑁5 (саме в такому порядку),

роздiленi пропусками (пробiлами).

Результати. Єдине число (скiльки дощечок треба купити) виведiть на

стандартний вихiд (екран).

Приклади:

Вхiднi данi Результати

0 5 0 0 0 3

1 1 1 1 1 3
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Оцiнювання. Усi кiлькостi невiд’ємнi; 90 балiв (з 250) припадатиме на

тести, в яких сумарна кiлькiсть 𝑁1+𝑁2+𝑁3+𝑁4+𝑁5 перебуває в межах вiд

0 до 20, ще 80 балiв — вiд 100 до 10000, решта 80 балiв — вiд 500000000 до

2000000000.

Здати потрiбно одну програму, а не для кожного випадку окремо; рiзнi

обмеження вводяться виключно для того, щоб дати приблизне уявлення, скiльки

балiв можна отримати, розв’язавши задачу не повнiстю.

Розбiр задачi. Задача складна́ необхiднiстю дуже акуратно розглядати

випадки, але проста тим, що потрiбнi лише розгалуження та присвоєння.

Алгоритм наведено на стор. 19. Мова коду — Python 3; “=” (одинарне) —

присвоєння; “==” (подвiйне) — перевiрити, чи дорiвнює; “%” — залишок вiд

дiлення (mod); “//” (подвiйне) — цiлочисельне дiлення (div); “a+=b” — те

само, що a=a+b, тобто до a додати b i покласти результат у ту саму змiнну a;

аналогiчно “a-=b”, “a%=b”. Спочатку, змiннi n1, n2, n3, n4 та n5 мiстять потрiбнi

кiлькостi дощечок розмiрами 1×1, 2×1, 3×1, 4×1 та 5×1 вiдповiдно. У змiннiй

res будується вiдповiдь задачi. Протягом роботи алгоритму значення деяких зi

змiнних n1, n2, n3, n4 або n5 можуть зменшуватися — по мiрi того, як враховуємо

вiдповiднi кiлькостi у змiннiй res, яка наприкiнцi мiститиме остаточну вiдповiдь.

Аргументацiя дiй у коментарях зовсiм не зайва (див. також стор. 10). Бо за-

дача є частковим випадком задачi упаковки корзин (bin packing problem), для

загального вигляду якої не вiдомо правильного швидкого алгоритма (про про-

стий не йдеться; наука не знає навiть складно́го, щоб був правильний та швидкий

одночасно). Наприклад, якби розмiри початкових дощечок були не 5×1, а 7×1,

i треба було сформувати 2 шт. 3×1 i 4 шт. 2×1, то треба було б узяти двi стандар-

тнi 7×1 i розрiзати кожну на (3×1)+ (2×1)+ (2×1), дiючи всупереч iдеї «перш

за все вибирати якнайбiльшi розмiри».

Посилити аргументацiю (провести бiльш строге доведення цих коментарiв)

можна приблизно так. На усiх кроках (3), (5)–(8) справедливо «нема смислу ви-

кидати у вiдходи те, що можна використати; навiть якщо виявиться, що його

можна узяти й пiзнiше, ми нiчого не втрачаємо, узявши ранiше». На кроках (5),
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Фрагмент коду Коментар

res = n5 (1) На кожну дощечку 5×1 неминуче потрiбна

окрема цiла дощечка.

res += n4 (2) На кожну 4×1 теж потрiбна окрема. . .

n1 -= min(n1,n4) (3) . . . i кожен обрiзок можна взяти як дощечку

1×1. Тому подальша потреба в дощечках 1×1

складає вже не n1, а або n1–n4, або 0.

res += n3 (4) На кожну дощечку розмiрами 3×1 теж не-

минуче потрiбна окрема дощечка. . .

if n2 > n3:

n2 -= n3

(5) . . . причому, при 𝑁2>𝑁3 використовуємо ко-

жен обрiзок як дощечку 2×1. . .

else:

n3 -= n2

n2 = 0

n1 -= min(n3*2, n1)

(6) . . . а при 𝑁26𝑁3 формуємо з обрiзкiв усi до-

щечки 2×1, а з решти ще й min(n3*2, n1) до-

щечок 1×1 (доки не закiнчаться дощечки 3×1

або потреба у дощечках 1×1).

res += n2//2

n1 -= min(n1,n2//2)

n2 %= 2

(7) Оскiльки всi дощечки 3×1 вже сформова-

нi, тепер на кожну пару дощечок 2×1 потрiбна

окрема дощечка, причому обрiзок можна вико-

ристати як дощечку 1×1.

if n2==1:

res += 1

n1 -= min(n1,3)

n2 = 0

(8) Якщо на попередньому кроцi кiлькiсть доще-

чок 2×1 була непарна, то зараз треба сформу-

вати останню дощечку 2×1, причому з обрiзку

можна зробити до 3 дощечок 1×1.

res += n1//5

n1 %= 5

(9) Якщо пiсля усiх попереднiх крокiв усе ще є

потреба в дощечках 1×1, формуємо їх, розрiза-

ючи кожну дощечку на 5 частин.

if n1 > 0:

res += 1

(10) Якщо все ще є потреба у 1×1, вона 64

штук, достатньо ще однiєї дощечки.

Рис. 2. Алгоритм розв’язання задачi «Паркет»
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(6), (8) — «де можна, варто вiддавати перевагу 2×1 над 1×1, бо замiсть кожної

2×1 завжди можна зробити хоч двi 1×1, хоч одну, а зробити 2×1 замiсть двох

1×1 можна далеко не завжди». На кроках (9), (10), формується залишок тих

дощечок 1×1, якi нiяк не могли бути сформованi ранiше, бо, станом на початок

кроку (9), n1>0 лише якщо на усiх попереднiх кроках усi дощечки використову-

валися геть без вiдходiв.

А для бiльших розмiрiв стандартної дощечки десь колись настає момент,

коли узагальнення таких мiркувань перестають бути правильними. . .

Задача C. «Сума квадратiв»
Вхiднi данi: Клавiатура (stdin) Обмеження часу: 1 сек

Результати: Екран (stdout) Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Для заданого натурального числа́ 𝑁 , визначити, скiлькома рiзними спосо-

бами можна розкласти його в суму двох точних додатних квадратiв.

Iншими словами: для заданого 𝑁 , з’ясувати, скiльки є рiзних способiв по-

дати його як 𝑁 =𝑥2+ 𝑦2, причому 𝑥 та 𝑦 являють собою цiлi строго додатнi

числа, а розкладення, в яких значення 𝑥 та 𝑦 лише обмiнянi мiсцями, вважаю-

ться однаковими.

Вхiднi данi. Вхiднi данi — натуральне число 𝑁 — слiд прочитати зi

стандартного входу (клавiатури).

Результати. Результат — знайдену кiлькiсть способiв — слiд вивести

на стандартний вихiд (екран).

Приклади:

Вхiднi данi Результати Примiтка

16 0 Розкласти у суму додатних точних квадратiв неможливо

10 1 Єдине розкладення 10=12+32

4225 4 Чотири рiзнi розкладення:

4225=162+632=252+602=332+562=392+522

100 балiв (з 250) припадатиме на тести, в яких 16𝑁61234.

Ще 50 балiв — на тести, в яких 123456𝑁6123456.

Сторiнка 20 з 85



Обласна iнтернет-олiмпiада 2013/14 навч. року

Черкаська обл., 08.10.2013

Решта 100 балiв — на тести, в яких 123456786𝑁6123456789.

Здати потрiбно одну програму, а не окремi для трьох випадкiв; рiзнi обме-

ження вводяться виключно для того, щоб дати приблизне уявлення, скiльки балiв

можна отримати, розв’язавши задачу не повнiстю.

Розбiр задачi. Задача передбачає перебiр — проби рiзних значень, з

перевiркою, чи виконується рiвнiсть. Треба лише органiзувати це правильно.

Один з класичних способiв уникати подвiйних урахувань розкладень, у яких

значення 𝑥 та 𝑦 лише обмiнянi мiсцями — враховувати лише тi, де 𝑥6𝑦.

Деякi учасники здавали реалiзацiю, наведену res:=0;
for x:=1 to N do
for y:=1 to N do
if x<=y then
if x*x+y*y=N then
res:=res+1;

праворуч. Вона неправильна: i працює надто дов-

го, i може знаходити зайвi розкладення. На стор. 11

роз’яснено, чому такий (𝑂(𝑁 2)) алгоритм очевидно

не вкладеться у 1 сек. А на стор. 12 — що таке переповнення, внаслiдок яких

x*x+y*y=N може виявитися true при, наприклад, 𝑥=1, 𝑦=65537, 𝑁=131074.

Через помилку автора задачi, задача вийшла про-

стiшою, нiж планувалося. Повний бал набирає в т. ч. й

«вилизана» у деталях програма, де принципова оптимi-

зацiя лише одна: верхнi ме́жi циклiв змiненi з 𝑁 на
√
𝑁 .

res:=0;
sqrtN:=round(sqrt(N));
for x:=1 to sqrtN do
for y:=x to sqrtN do
if x*x+y*y=N then
res:=res+1;

Все ж розглянемо можливу подальшу оптимiзацiю, яка зменшує скла-

днiсть з 𝑂(
√
𝑁×

√
𝑁)=𝑂(𝑁) до 𝑂(

√
𝑁). Коли 𝑥 вибраний, рiвнiсть 𝑥2+ 𝑦2=

=𝑁 не може виконатися для рiзних натуральних 𝑦. Тож вкладеного цикла по 𝑦

можна позбутися, замiнивши на перевiрку, чи
√
𝑁−𝑥2 цiле та >𝑥.

Перевiрку, чи деяке
√
𝐾 цiле, можна робити як frac(sqrt(K))=0. Або

як sqr(round(sqrt(K)))=K. Теоретично, у 1-му виразi можливий пiдвох, якщо

sqrt поверне значення з похибкою i frac верне не 0, де насправдi 0, а у

дру́гому — якщо round матиме вужчий тип i виникне переповнення. Практи-

чно вони обидва працюють правильно.
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Задача D. «Дiльники»
Вхiднi данi: Клавiатура (stdin) Обмеження часу: 2 сек

Результати: Екран (stdout) Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Для натурального числа́ 𝑁 , виведiть у порядку зростання всi його рiзнi

натуральнi дiльники.

Вхiднi данi. Вхiднi данi слiд прочитати зi стандартного входу (клавiату-

ри). Це буде єдине натуральне число 𝑁 . 16𝑁 6 1234567891011.

Результати. Результат — послiдовнiсть усiх рiзних натуральних дiльни-

кiв, у порядку зростання — слiд вивести на стандартний вихiд (екран). Виводити

обов’язково в один рядок, роздiляючи пробiлами.

Приклади:

Вхiднi данi Результати

9 1 3 9

120 1 2 3 4 5 6 8 10 12 15 20 24 30 40 60 120

120 балiв (з 250) припадатиме на тести, в яких 16𝑁 6 4321.

Решта 130 балiв — на тести, в яких 123456786𝑁 6 1234567891011.

Здати потрiбно одну програму, а не окремi для двох випадкiв; рiзнi обмеже-

ння вводяться виключно для того, щоб дати приблизне уявлення, скiльки балiв

можна отримати, розв’язавши задачу не повнiстю.

Розбiр задачi. Перш за все, слiд розумiти, що основна проблема алго-

ритма for i:=1 to n do if n mod i = 0 then write(i, ’ ’) — вiн не має

нiяких шансiв устигнути за потрiбний час (див. також стор. 11).

Є сенс перебирати дiльники лише до sqrt(N). Дiльники, бiльшi за
√
𝑁 , мо-

жна обчислити дiленням 𝑁 на якийсь iз дiльникiв, менших
√
𝑁 . Адже: (1) якщо

𝑎 — дiльник 𝑁 , то 𝑁/𝑎 — цiле, й також дiльник 𝑁 ; (2) чи́сла 𝑎 та 𝑁/𝑎 не можуть

одночасно бути бiльшими
√
𝑁 .

Можна один раз прокрутити цикл вiд 1 до
√
𝑁 , i повиводити всi знайденi

дiльники, а потiм наступний (не вкладений, а наступний) цикл вiд
√
𝑁 downto 1

i повиводити N div i. Такий алгоритм матиме складнiсть 𝑂(
√
𝑁), що очевидно

помiститься у обмеження часу (
√
1234567891011≈ 1,1·106). Можна трохи опти-

мiзувати програму, якщо у першому циклi не лише виводити дiльники, а ще й

Сторiнка 22 з 85



II (районний/мiський) етап 2013/14 навч. року

Черкаська обл., 14.12.2013

запам’ятовувати їх у масив, щоб дру́гий цикл перебирав лише дiльники, а не всi

чи́сла промiжку. Але така оптимiзацiя не принципова.

Незалежно вiд способу органiзацiї дру́гого циклу, варто перевiрити, чи пра-

вильно програма розбирається з такими випадками: (а)
√
𝑁 цiлий i є одним

(а не двома) з дiльникiв, як 6 для 36; (б)
√
𝑁 не цiлий, але є два дiльники

близько до
√
𝑁 , як 6 i 7 для 42; (в) дiльникiв, близьких до

√
𝑁 , нема.

Приклад розв’язку — ideone.com/wY3IY0 Варто вiдзначити такi його

моменти: N мусить бути 64-бiтовим, але решту величин зручнiше лишити 32-

бiтовими; для масиву dividers, розмiр мiльйон узятий з величезним запасом,

насправдi досить 7000; але правильно оцiнити цю кiлькiсть дуже складно, тож

якщо не знати, то краще взяти з запасом (але враховуючи обмеження пам’ятi).

3.2 II (районний/мiський) етап 2013/14 н. р.

Задачi доступнi для дорiшування (ejudge.ckipo.edu.ua, змагання №14).

Задача A. «Електричка»
Вхiднi данi: Клавiатура (stdin) Обмеження часу: 1 сек

Результати: Екран (stdout) Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

На кожному вагонi електрички є табличка, на якiй фарбою написано його

номер. Вагони занумерованi натуральними числами 1, 2, . . . , 𝑁 (крайнiй вагон

має номер 1, сусiднiй з ним — номер 2, i т. д., до крайнього з протилежного боку

вагону, який має номер 𝑁). Електричка має кабiни з обох бокiв, i може поїхати

хоч 1-им вагоном уперед, хоч 𝑁 -им.

Пiд час прибуття електрички на платформу, Вiтя помiтив, що (𝑖−1) штук

вагонiв електрички проїхали мимо нього, а 𝑖-й по порядку зупинився якраз нав-

проти. Ще вiн помiтив, що на табличцi цього вагона написаний номер 𝑗. Ще вiн
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точно знає (i цi знання вiдповiдають дiйсностi), що електрички нiколи не бува-

ють нi коротшими 4 вагонiв, нi довшими 12 вагонiв. Вiтя хоче визначити, скiльки

всього вагонiв у електричцi. Напишiть програму, яка або знаходитиме цю кiль-

кiсть, або повiдомлятиме, що без додаткової iнформацiї це зробити неможливо.

Вхiднi данi. Програма має прочитати зi стандартного входу (клавiатури)

два цiлi числа́ 𝑖 та 𝑗, роздiленi пропуском. 26𝑖612, 26𝑗612, чи́сла гарантовано

задовольняють всi вищезгаданi обмеження.

Результати. Виведiть на стандартний вихiд (екран) одне число — кiль-

кiсть вагонiв у електричцi. Якщо однозначно визначити кiлькiсть вагонiв немо-

жливо, виведiть замiсть кiлькостi число 0.

Приклад:

Вхiднi данi Результати

4 2 5

Розбiр задачi. Розглянемо два випадки:

� електричка їде 1-им вагоном вперед: тодi 1-ий по порядку слiдування вагон

має напис «№ 1», 2-ий по порядку слiдування — напис «№ 2», i т. д. Тобто,

𝑖=𝑗, причому незалежно вiд кiлькостi вагонiв електрички.

� електричка їде 𝑁 -им вагоном вперед: тодi 1-ий по порядку слiдування вагон

має напис «№𝑁», 2-ий по порядку слiдування — напис «№(𝑁−1)», i т. д.

Тобто, 𝑖+𝑗=𝑁+1.

Звiдси ясно, що при 𝑖 ̸=𝑗 точно має мiсце 2-й випадок, для якого 𝑁 =

= 𝑖+𝑗−1. Може здатися, нiби при 𝑖=𝑗 слiд виводити 0 («без додаткової iн-

формацiї визначити неможливо»); але є виключення: при 𝑖=𝑗=12, вiдповiдь 12

(електрички не бувають довшими 12 вагонiв). А при (𝑖=𝑗) and (𝑗<12), таки

виводити 0, бо така ситуацiя можлива при будь-якому 𝑁 у межах 𝑗6𝑁 6 12.

Приклад реалiзацiї: ideone.com/vIUkUt Програма мiстить виконання всього

кiлькох дiй, тому має складнiсть Θ(1) i виконується миттєво.

Розв’язки, якi виводили правильну вiдповiдь при 𝑖 ̸=𝑗, а при 𝑖=𝑗 —

завжди 0, оцiнювалися на 180 балiв з 200.
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Задача B. «Цифровi рiки»
Вхiднi данi: Клавiатура (stdin) Обмеження часу: 1 сек

Результати: Екран (stdout) Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Цифрова рiка — це послiдовнiсть чисел, де число, що слiдує за числом 𝑛,

це 𝑛 плюс сума його цифр. Наприклад, якщо число 𝑛=12345, то за ним буде

йти 12345+ (1+2+3+4+5)=12360 i т. д. Якщо перше число цифрової рiчки 𝑁 ,

ми будемо називати її «рiчка N».

Для прикладу, рiчка 480 — це послiдовнiсть чисел, яка починається з

чисел 480, 492, 507, 519, . . . , а рiчка 483 — послiдовнiсть, що починається з

483, 498, 519, . . .

Напишiть програму, яка приймає на вхiд два цiлих значення 𝑘 (16 𝑘6

6 16384) та 𝑁 (16𝑁 6 10000), i виводить 𝑘-те число рiчки 𝑁 .

Приклад:
Вхiднi данi Результати

4 480 519

Розбiр задачi. Задача робиться «в лоб», тобто без усяких придумок

𝑘−1 раз («мiнус один», бо треба отримати 𝑘-те число з 1-го, а не 0-го) засто-

совується дiя «порахувати й додати суму цифр поточного числа».

Найпоширенiший спосiб рахувати суму цифр числа — у циклi розглядати

останню цифру числа (Pascal: n mod 10; С/С++: n%10), а потiм «вiдсiкати» її

(Pascal: n:=n div 10; С/С++: n/=10). Цi операцiї треба робити з «копiєю»

(а не самим поточним числом, щоб воно не втратилося вiд «вiдсiкань»); це може

бути забезпечено або присвоєнням у додаткову змiнну, або передачею у функцiю

параметром-значенням (у Pascal — без модифiкатора var). Приклад реалiзацiї —

ideone.com/YWcv5B

Iншим способом є перетворення числа у рядкову величину й подаль-

шi звернення до окремих символiв-цифр. Деталi сильно залежать вiд конкре-

тної мови програмування, навiть конкретних бiблiотек, тому їх важко пояснити

теоретично. Дивiться конкретнi ро́зв’язки: ideone.com/5poAvj (мовою C++)

та ideone.com/d2FOrb (мовою Pascal iз функцiями IntToStr та StrToInt —

найбiльш лаконiчний з усiх наведених).
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Протягом перетворень значення числа́ може перевищити 32767, тому треба

забезпечити, щоб тип мав хоча б 32 бiти (див. також стор. 12 та стор. 9).

Задача C. «Логiчний куб»
Вхiднi данi: Клавiатура (stdin) Обмеження часу: 1 сек

Результати: Екран (stdout) Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Логiчний куб — це куб, у вершинах якого знаходяться

значення 0 (false) або 1 (true). Потрiбно знайти шлях вiд

однiєї заданої вершини до iншої; якщо такого шляху не iснує,

то вивести вiдповiдне повiдомлення. В кубi можна проходити

через усi ре́бра, а також через вершини, значення яких рiвне 1. 𝑒

𝑓 𝑔

ℎ

𝑎

𝑏 𝑐

𝑑

Напишiть програму, яка знаходить шлях мiж двома вершинами (якщо вiн

iснує), та виводить його у виглядi послiдовностi вершин куба. Гарантовано, що

цi двi заданi вершини мають значення 1.

Вхiднi данi. В першому рядку задаються через пробiл двi вершини куба,

це можуть бути двi з наступних маленьких латинських лiтер: 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓 , 𝑔, ℎ.

В наступному рядку, послiдовно записуються значення кожної з вершин куба

(0 або 1). Значення у вершинах перелiченi в алфавiтному порядку.

Результати. Якщо шлях iснує, то вивести (без пробiлiв) послiдов-

нiсть маленьких латинських лiтер мiнiмальної довжини, якi визначають шука-

ний шлях. Якщо такого шляху не iснує, то вивести рядок “NO”.

Приклади:

Вхiднi данi Результати

e d
10011011

ead

e d
00011110

NO

Розбiр задачi. Задачу можна розв’язати шляхом ручного аналiзу ви-

падкiв. Але це неефективний спосiб, вартий уваги лише коли нема кращих iдей.

За посиланням ideone.com/jjq2Pq можна побачити трохи модифiкований ва-

рiант програми, яку здав один з учасникiв. Вiн набирає 270 балiв з 300, що

з одного боку немало, але з iншого — на ручний розгляд випадкiв явно пiшло
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багато часу, бали все одно не повнi, а шукати помилку в такому нагромадженнi —

досить невдячна справа.

Щоб уникнути такої ситуацiї, краще реалiзовувати осмислений алгоритм,

який обробляє рiзнi вхiднi данi бiльш-менш однотипно.

Коли мова йде про мiнiмальнi (за кiлькiстю переходiв) шляхи, природним

є алгоритм пошуку вшир (вiн же пошук у ширину, рос. поиск в ширину, англ.

breadth first search, BFS). Застосовувати BFS треба до неорiєнтованого графа,

вершини якого — тi вершини куба, значення яких 1 (по яким можна проходити),

а ре́бра — тi ре́бра куба, що поєднують вершини зi значеннями 1.

Причому, раз питають не в́iдстань (як число), а шлях (як послiдовнiсть

вершин), потрiбен варiант BFS, у якому запам’ятовуються батькiвськi вершини

(вони ж попередники), а потiм вiдбувається вiдновлення шляху зворотнiм ходом.

Деталi можна знайти в Iнтернетi або лiтературi.

Iнший можливий спосiб — повний перебiр (наприклад, рекурсивний) усiх

можливих шляхiв, що не мiстять повторень вершин. Приклад такого розв’язку —

ideone.com/pihZzm Детальнiше про цей пiдхiд реалiзацiї перебору можна зна-

йти в Iнтернетi або лiтературi за назвами пошук з поверненнями, бектрекiнг

(рос. поиск с возвратом, англ. backtracking). Якщо говорити про бектрекiнг вза-

галi, то цим не дуже складним способом суто теоретично можна розв’язати дуже

багато задач; але бектрекiнг зазвичай працює надто довго (наприклад, 𝑂(𝑁 !))

i не вкладається в обмеження часу. А тут вкладається, бо вершин всього 8.

На жаль, iдея «писати осмислений алгоритм, щоб обробляти рiзнi вхiднi

данi однотипно» мало придатна до заданої рисунком вiдповiдностi ребер куба

його вершинам. Важко сформулювати правилом, мiж якими вершинами є ребро

i мiж якими нема. (Найкраще, що вдалося — заплутане «Позначки вершин вiдрi-

зняються або на 4, або на 1, але крiм 𝑑↔𝑒, а крiм названих є ще 𝑎↔𝑑 i 𝑒↔ℎ».)

Мабуть, легше задати явний перелiк (чи як у розв’язку з попереднього абзацу,

чи вписати у текст програми константний масив — матрицю сумiжностi графа,

чи ще якось). Але це треба ретельно звiряти з умовою, бо успiшна побудова
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шляхiв у однiй частинi графа нiяк не перевiряє правильнiсть задання ребер у

iншiй частинi.

Простi способи набрати частину балiв. Тести цiєї задачi такi, що

програма, яка, не вирiшуючи задачу по сутi, завжди виводить “NO”, набирає

90 балiв з 300. Можливо, це й несправедливо багато. Але з умови очевидно, що

така програма мусила хоч щось та набрати; хто не мiг розв’язати правильно —

мав би пошукати якiсь такi варiанти. Трохи чеснiший спосiб — перевiряти, чи є

вершини кiнцями одного ребра́, i якщо так, то виводити цi вершини, а якщо нi,

то “NO”. Вiн набирав 150 балiв (рiвно половину).

Задача D. «Всюдисущi чи́сла»
Вхiднi данi: Клавiатура (stdin) Обмеження часу: 3 сек

Результати: Екран (stdout) Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Дано прямокутну таблицю 𝑁×𝑀 чисел. Гарантовано, що у кожному окре-

мо взятому рядку всi чи́сла рiзнi й монотонно зростають.

Напишiть програму, яка шукатиме перелiк (також у порядку зростання)

всiх тих чисел, якi зустрiчаються в усiх 𝑁 рядках.

Вхiднi данi. Вхiднi данi слiд прочитати зi стандартного входу (клавiату-

ри). У першому рядку задано два числа́ 𝑁 та 𝑀 . Далi йдуть 𝑁 рядкiв, кожен

з яких мiстить рiвно 𝑀 роздiлених пропусками чисел (гарантовано у порядку

зростання).

Результати. Результати виведiть на стандартний вихiд (екран). Програ-

ма має вивести в один рядок через пробiли у порядку зростання всi тi числа, якi

зустрiлися абсолютно в усiх рядках. Кiлькiсть чисел виводити не треба. Пiсля

виведення всiх чисел потрiбно зробити одне переведення рядка. Якщо нема жо-

дного числа, що зустрiлося в усiх рядках, виведення повинно не мiстити жодного

видимого символу, але мiстити переведення рядка.

Приклад:

Вхiднi данi Результати

4 5
6 8 10 13 19
8 9 13 16 19
6 8 12 13 15
3 8 13 17 19

8 13
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Оцiнювання. 20% балiв припадатиме на тести, в яких 36𝑁,𝑀620,

значення чисел вiд 0 до 100. Ще 20% — на тести, в яких 36𝑁,𝑀620, значення

чисел вiд−109 до+109. Ще 20% — на тести, в яких 10006𝑁,𝑀61234, значення

вiд 0 до 12345. Решта 40% — на тести, в яких 10006𝑁,𝑀61234, значення вiд

−109 до +109.

Здавати потрiбно одну програму, а не чотири; рiзнi обмеження вказанi,

щоб пояснити, скiльки балiв можна отримати, розв’язавши задачу не повнiстю.

Розбiр задачi. Очевидний пiдхiд — бра́ти кожне число 1-го рядка, i

шукати його в усiх iнших рядках. Якщо знайдене в усiх — поточне число слiд

включити у вiдповiдь (а якщо нi, то нi). I цей пiдхiд може бути правильним.

Але залежно вiд того, чи реалiзувати його наївно, чи ефективно.

Наївний пiдхiд — для пошуку кожного числа́ в кожному рядку запуска-

ти свiй цикл, переглядаючи увесь рядок. Такий розв’язок потребує 𝑂(𝑁 ·𝑀 2)

часу, що може не вкладатися в обмеження. Власне, 12343≈ 1,88·109 простих

порiвнянь на потужнiшому серверi могло б i помiститися у 3 сек. Але в тому й

смисл задачi, щоб реалiзувати щось ефективнiше; на потужнiшому серверi або

ставили б жорсткiший time limit, або давали вхiднi данi ще бiльших розмiрiв.

На тому серверi, що був у 2013 роцi, такий розв’язок благополучно отримував

свої 120 балiв з 300 (якщо вчасно робити break — трохи бiльше).

Правильний розв’язок №1. Той самий пiдхiд можна реалiзувати ефе-

ктивнiше завдяки тому, що кожен рядок гарантовано впорядкований. Адже для

впорядкованих масивiв можливий бiнарний пошук (скорочено бiнпошук, вiн же

двiйковий пошук, вiн же дихотомiя). Суть бiнпошуку: щоб знайти значення, по-

чинають з середнього (за iндексом) елемента; якщо раптом вiн якраз рiвний

шуканому значенню, пошук успiшно завершений; якщо шукане значення бiль-

ше за середнiй елемент, то можна вiдкинути усю лiву половину масиву, а якщо

менше — усю праву половину. На наступному кроцi (якщо вiн взагалi потрiбен)

робиться те са́ме, але з половиною, що залишилась. I так далi. Тобто, за 1–2 по-

рiвняння можна зменшити дiапазон пошуку щонайменше вдвiчi, i пошук у ма-

сивi розмiром 1234 потребує до ≈20 порiвнянь (асимптотично — 𝑂(log𝑀)).
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А 𝑁 ·𝑀 штук таких пошукiв помiщаються в обмеження.

Рекомендується знайти в Iнтернетi або лiтературi додатковi деталi щодо

бiнпошуку. Бо це такий алгоритм, у якому, навiть добре знаючи загальну iдею,

легко помили́тися й отримати код, який часто працює правильно, але iнодi за-

циклюється або/та видає неправильнi результати.

Тим, хто пише мовою C++, рекомендується вивчити, як у деяких ситуацiях

(включно з цiєю задачею) можна не писати бiнпошук самому, якщо навчитися

правильно користуватися функцiєю lower_bound бiблiотеки algorithm.

Правильний розв’язок №2. Ще один правильний розв’язок (iз кра-

щою асимптотичною оцiнкою 𝑂(𝑁 ·𝑀) проти 𝑂(𝑁 ·𝑀 · log𝑀) у попереднього;

але чiтко розрiзняти цю вiдмiннiсть за часом робо́ти програми не дуже реально,

тому попереднiй розв’язок теж вважається ефективним) — багатократно засто-

совувати модифiкацiю злиття (рос. слияние, англ. merge).

Суть стандартного злиття така. Нехай є двi (обов’язково впорядкованi!)

послiдовностi (зазвичай масиви або фрагменти одного масиву, але можуть бути

й iншi, як-то файли чи зв’язнi списки). З них можна легко й швидко сформува-

ти впорядковану послiдовнiсть-вiдповiдь, куди входять усi елемети обох заданих

послiдовностей, якщо дiяти так. Призначаємо кожнiй зi вхiдних послiдовностей

поточну позицiю як початок цiєї послiдовностi. I повторюємо у циклi такi дiї:

(1) беремо (пишемо у вiдповiдь) менший з поточних елементiв; (2) зсуваємо по-

точну позицiю тiєї вхiдної послiдовностi (лише однiєї з двох!), звiдки взятий цей

менший елемент. Коли одна з послiдовностей закiнчується, дописуємо у послi-

довнiсть-вiдповiдь увесь ще не використаний «хвiст» iншої. Це — стандартне

злиття, яке робить те саме (але швидше), що дописування однiєї з послiдов-

ностей пiсля iншої та сортування всього разом. Очевидно, воно працює за час

𝑂(𝑙1+𝑙2), де 𝑙1 та 𝑙2 — довжи́ни вхiдних послiдовностей.

У задачi треба iнше (спiльнi елементи). Але, виявляється, пiд це легко

модифiкувати злиття. Треба при порiвняннi поточних елементiв рiзних послi-

довностей розрiзняти три випадки: якщо поточний елемент 1-ої послiдовностi
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строго менший за поточний елемент 2-ої, то зсунути поточну позицiю 1-ої (нi-

чого не пишучи у вiдповiдь); якщо строго бiльший, то зсунути позицiю 2-ої (теж

не пишучи); якщо поточнi елементи рiвнi, то записати це однакове (спiльне)

значення у результат та зсунути поточнi позицiї обох послiдовностей. При за-

вершеннi однiєї з послiдовностей треба не дописувати «хвiст» iншої. Час роботи

такого модифiкату злиття теж 𝑂(𝑙1+𝑙2).

Зрештою, це — злиття двох послiдовностей; пропонується першого разу

злити 1-ий рядок з 2-им, а потiм зливати з кожним черговим (3-iм, 4-им, . . . )

результат попереднього злиття. Завдяки тому, що завжди вибираються лише

спiльнi елементи, розмiр кожної з послiдовностей 6 𝑀 , тому 𝑁−1 застосувань

злиття займуть сумарний час 𝑂(𝑁 ·𝑀). Якби робилося стандартне злиття i роз-

мiри зростали, оцiнка була б значно бiльшою.

Знайдiть додаткову iнформацiю про злиття. Її багато, але про злиття часто

пишуть як про складову сортування, а тут потрiбне саме́ злиття, без рекурсивної

надбудови сортування. Крiм того, не всi алгоритми, якi правильно виконують

стандартне злиття, легко модифiкуються на вибiр лише спiльних елементiв.

Користувачам С++ можна також ознайомитися з готовою потрiбною мо-

дифiкацiєю злиття — функцiєю set_intersection бiблiотеки algorithm.

Таким чином, грамотнi користувачi C++ в обох наведених способах розв’я-

зання у виграшi, бо можуть значну частину потрiбного алгоритму не писати са-

мостiйно, а використати бiблiотечнi засоби. Водночас, малодосвiдченi користу-

вачi C++ у програшi, бо можуть i не знати, як вирiшити проблему, що читання

cin-ом не вкладається у обмеження часу. (Як? Див. стор. 15.)

Навiщо в умовi згаданi групи тестiв зi значеннями до 12345?

Щоб дати можливiсть набрати ще≈20% балiв тим, хто не додумався нi до одного

з правильних способiв, але знає наступний, складнiстю Θ(𝑁 ·𝑀 +𝑉 ), де 𝑉 —

розмiр дiапазону вiд мiнiмума до максимума можливих значень.

Мається на увазi, що програму в цiлому можна органiзувати як «if (роз-

мiри малi) then (вирiшити способом згаданим на самому початку розбору) else
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(вирiшити описаним далi способом)». Вхiднi данi, коли великi одночасно i кiль-

костi, i значення, такий розв’язок не пройде, але, можливо, набере бiльше балiв.

Так от, для малих значень ефективний такий пiдхiд. Заведемо масив, iнде-

ксами якого будуть значення зi вхiдних даних, щоб щоразу, прочитавши деяке v,

збiльшувати num[v] на 1 (спочатку всi num[·] iнiцiалiзуються нулями). Таким

чином, пiсля обробки усiх вхiдних даних кожне значення num[v] означатиме,

скiльки разiв зустрiлося число v; оскiльки у кожному окремо взятому рядку всi

чи́сла рiзнi, то num[v]=N рiвносильно «v зустрiлося в усiх рядках».

3.3 Дистанцiйний тур III (обласного) етапу 2013/14 н. р.

У 2013/14 навч. роцi III (обласний) етап у Черкаськiй областi складався

з двох турiв, де один був частково дистанцiйним (учасники приїздили не до

м. Черкаси, а до своїх райцентрiв) i проводився на задачах черкаських авторiв.

Са́ме вiн i наведений у цьому збiрнику. Цей тур позицiонувався одночасно i як

змагальний, i як квалiфiкацiйний; тому рiвень складностi комплекта задач дещо

нижчий, нiж зазвичай на III етапi.

Задачi доступнi для дорiшування (ejudge.ckipo.edu.ua, змагання №15).

2-й тур вiдбувався у Черкасах, але на задачах iнших авторiв, iншiй системi

(ejudge, але не ejudge.ckipo.edu.ua), та й про його дорiшування авторам цього

збiрника нiчого не вiдомо. Тому, вiн до збiрника не включений.

Задача A. «ISBN»
Вхiднi данi: Клавiатура (stdin) Обмеження часу: 1 сек

Результати: Екран (stdout) Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

ISBN (з англ. International Standard Book Number — мiжнародний стан-

дартний номер книги) унiверсальний iдентифiкацiйний номер, що присвоюється

книзi або брошурi з метою їх класифiкацiї. ISBN призначений для iдентифiкацiї

окремих книг або рiзних видань та є унiкальним для кожного видання книги.

Даний номер мiстить десять цифр, першi дев’ять з яких iдентифiкують кни-

гу, а остання цифра використовується для перевiрки коректностi всього номе-

ру ISBN. Для перевiрки ISBN обчислюється сума добуткiв цифр на їхнiй номер,
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нумерацiя при цьому починається з крайньої правої цифри. В результатi має

бути отримано число, що без остачi дiлиться на 11.

Наприклад: 0201103311 — коректний номер, тому що 0×10+2×9+

+0×8+1×7+1×6+0×5+3×4+3×3+1×2+1×1=55, що нацiло дiли-

ться на 11.

Кожна з перших дев’яти цифр може приймати значення вiд 0 до 9.

Напишiть програму, що читає ISBN код з однiєю пропущеною цифрою

(вона буде позначатись як символ « » (пробiл)) i виводить значення пропущеної

цифри.

Приклад:
Вхiднi данi Результати

020110 311 3

Примiтка. У справжнiх ISBN-номерах в якостi останньої цифри може

бути також велика латинська X, що позначає 10. Але в цiй задачi таких номерiв

гарантовано не буде.

Розбiр задачi. В принципi, можна вивести аналiтичну формулу, але це

потребу́є знань з теорiї чисел (бажаючi можуть знайти, що таке кiльце залишкiв

за модулем та мала́ теорема Ферма, i застосувати до цiєї задачi). Все це було би

доцiльним, якби довжина ISBN-коду становила, наприклад, сотнi тисяч, так що

розглянутий далi простiший i значно бiльш «програмiстський» (а не «матема-

тичний») пiдхiд працював би надто довго.

А для 10 цифр пiдходить i значно простiший перебiр, тобто перепробувати

усi варiанти вiд 0 до 9 i для кожного подивитися, чи виконується описана в

умовi правильнiсть ISBN. Приклад реалiзацiї див. ideone.com/g3SbMb Правда,

при рiзних правильних вiдповiдях ця програма вивела б усi, хоча на олiмпiадах

треба виводити будь-яку одну. Але насправдi це неактуально, бо рiзнi правильнi

вiдповiдi неможливi (хто вивчав питання, згаданi у попередньому абзацi, можуть

це довести; решта можуть або повiрити, або дописати у розв’язок break для

обривання циклу пiсля виведення першої вiдповiдi.)

Говорити про асимптотичну складнiсть некоректно, бо нема того розмiру

вхiдних даних, який мiг би прямувати до∞. Якби довжина ISBN-коду становила

довiльне 𝑁 (але таке, щоб 𝑁+1 було простим, i щоб аналогiчна сума добуткiв
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дiлилася без остачi на 𝑁+1), можна було би сказати, що перебiр має складнiсть

Θ(𝑁 2), а теоретико-числовий розв’язок — Θ(𝑁 + log𝑁)=Θ(𝑁).

Ще може бути проблемою формат вхiдних даних, особливо для мало-

досвiдчених користувачiв С++: cin>>a>>b нiби читає в a те, що до пропуску,

й у b те, що пiсля; але в обох випадках «пробiл замiнює найпершу цифру»

та «. . . найостаннiшу . . . » всi 9 осмислених цифр iдуть в a. Може спа́сти на

думку читати у циклi окремi char-и; але при стандартних налаштуваннях cin>>c

(c — типу char) взагалi пропускає пропуски, i взнати його позицiю неможливо.

Один зi способiв вирiшення цiєї проблеми — перед читанням char-iв викликати

cin.unsetf(ios::skipws), щоб пропуски та переведення рядка таки читались

у тi char-и. Iнший — використати функцiю getline(cin,s) (s — типу string);

вона (як i readln мови Pascal) читає все, включаючи пробiли, до кiнця рядка.

Задача B. «Точнi квадрати»
Вхiднi данi: Клавiатура (stdin) Обмеження часу: 1 сек

Результати: Екран (stdout) Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Напишiть програму, яка знаходитиме кiлькiсть натуральних чисел iз про-

мiжку [𝑎; 𝑏], якi задовольняють одночасно двом таким вимогам:

1. число є точним квадратом, тобто корiнь з нього цiлий (наприклад, точними

квадратами є 1=12, 9=32, 1024=322; а 8, 17, 1000 не є точними квадратами).

2. сума цифр цього числа кратна 𝐾 (наприклад, сума цифр числа 16 рiвна

1+6=7).

Програма повинна прочитати три числа в одному рядку 𝑎 𝑏 𝐾 i вивести одне

число — кiлькiсть чисел, якi задовольняють умовам.

Оцiнювання. В усiх тестах виконується 16 𝑎6 𝑏6 2 · 109, 26𝐾 6 42.

40% балiв припадає на тести, в яких виконується 16 𝑎6 𝑏6 30 000, 𝐾=9.

Приклад:
Вхiднi данi Результати

7 222 9 4

Примiтка. Цими чотирма числами є 9, 36, 81, 144.
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Розбiр задачi. Нiби нескладна задача — перебрати чи́сла i перевiрити

кожне на вiдповiднiсть умовам. Причому, «чи є точним квадратом» вже розгля-

дали на стор. 21, суму цифр — на стор. 25. . . Але програма ideone.com/gLqsYd

набирає лише 50 балiв зi 100.

Проблема у тому, що перевiряти аж 2 млрд чисел — забагато. Навiть якщо

(абсолютно слушно) рахувати суму цифр лише для тих, якi пройшли перевiрку

«чи є точним квадратом». Пришвидшити розв’язок досить просто — генерувати

лише точнi квадрати, а не перебирати й перевiряти геть усi чи́сла промiжку. До-

статньо запускати цикл не вiд 𝑎 до 𝑏, а вiд≈
√
𝑎 до≈

√
𝑏 й працювати з 𝑖2. Правда,

тут можна заплутатися, як перетворити «≈
√
𝑎» та «≈

√
𝑏» у точнi цiлi значення.

Не дуже красивий, зате точно правильний спосiб — узяти ме́жi з невеличким «за-

пасом», а потiм отримане 𝑖2 все-таки перевiрити на належнiсть промiжку [𝑎; 𝑏].

Такий розв’язок, навiть iз цiєю зайвою перевiркою, безсумнiвно вкладатиметься

у 1 сек з великим запасом, бо тепер кiлькiсть iтерацiй 6
√
2·109 ≈ 45 тис.

Див. ideone.com/EplT1L

З асимптотичною оцiнкою цього розв’язку є неоднозначнiсть. Попереднiй

абзац наштовхує на Θ(
√
𝑏−

√
𝑎) або 𝑂(

√
𝑏); але якщо враховувати ще цикл у

sumOfDigits, то вийде 𝑂(
√
𝑏 · log 𝑏).

Задача C. «Ложбан»
Вхiднi данi: Клавiатура (stdin) Обмеження часу: 1 сек

Результати: Екран (stdout) Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Ложбан (англ. Lojban) — це штучна мова, яка була створена у 1987 ро-

цi Групою Логiчних Мов та базується на логланi (логiчна мова). При ство-

реннi основною цiллю була повнiша, вiльно доступна, зручна для використан-

ня мова. Вона є експериментальною i сконструйована для перевiрки гiпотези

Сепiра-Ворфа. Ця гiпотеза припускає, що люди, якi говорять рiзними мовами,

по-рiзному сприймають свiт i по-рiзному мислять.

Дана мова є однiєю з найпростiших штучних мов. Наприклад цифри вiд 0

до 9 записуються наступним чином:

Сторiнка 35 з 85



Дистанцiйний тур III (обласного) етапу 2013/14 навч. року

Черкаська обл., 18.01.2014

1 pa 4 vo 7 ze

2 re 5 mu 8 bi 0 no

3 ci 6 xa 9 so

Великi числа утворюються склеюванням цифр разом. Наприклад, чи-

сло 123 це pareci.

Завдання. Напишiть програму, яка зчитує рядок на Ложбанi (що пред-

ставляє собою число 6 1000000) та виводить цей рядок у цифровому виглядi.

Приклад:
Вхiднi данi Результати

renopavo 2014

Розбiр задачi. По-перше, слiд знайти в умовi справдi потрiбну частину:

«Є текст, який гарантовано отриманий таким чином: взяли число6 1000000,

й замiнили кожну цифру на двi букви згiдно з наведеною табличкою. Провести

зворотнє перетворення цього текста у число.».

По-друге, все могло би бути вельми складни́м, якби траплялися ситуацiї,

коли одне зi слiв — початок iншого (як-то «7 позначається як mis, 8 — як

misiv»). Тому варто вiдмовитися вiд iдеї писати унiверсальну програму, яка

могла би працювати з рiзними позначеннями цифр, i ретельно дослiдити, якими

конкретними, заданими в умовi, словами кодуються цифри. I побачити, що тут

не лише нема такої ситуацiї, а ще й усi цi слова дволiтернi.

Задача насправдi досить проста. Треба лише зумiти прочитати це у гро-

мiздкiй умовi. Наприклад, див. ideone.com/BNuDlL Або, використавши, що

вхiднi данi гарантовано являють собою якесь закодоване число, можна написати

щось iще простiше — наприклад, див. ideone.com/Odw21F

Така умова задачi в принципi могла б мiстити пiдвох: нiде не сказано пря-

мо, чи чи́сла натуральнi. А раптом вiд’ємнi? А раптом взагалi десятковi дроби?

А якщо вiд’ємнi, то скiльки може бути цифр, адже (−10100500)<106? За прави-

лами переважної бiльшостi олiмпiад з iнформатики, учасник має право задати

питання журi щодо таких моментiв умови. Або, враховуючи можливiсть багато-

кратної здачi, пробувати варiанти. . . Конкретно в цiй задачi цього туру пiдвоху

не було (чи́сла були цiлi невiд’ємнi).
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Задача D. «Графiчний пароль»
Вхiднi данi: Клавiатура (stdin) Обмеження часу: 4 сек

Результати: Екран (stdout) Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Програмiст Василь недавно придбав собi новий смартфон

i встановив на ньому графiчний пароль. Графiчний пароль пред-

ставляє собою ламану лiнiю, яка проходить через вершини сiтки

розмiром 3×3 (не обов’язково через всi).

Але згодом Василь зрозумiв, що пароль на сiтцi 3×3 не є

досить безпечним, i вирiшив виправити цю проблему. Для цього вiн збiльшив

розмiр сiтки до 5000×5000, але при цьому наклав обмеження на вiдрiзки ла-

маної — тепер вони можуть бути лише горизонтальними та вертикальними.

Василь ще хотiв добавити функцiю, яка б виводила кiлькiсть самоперетинiв у

графiчному паролi, але так склалося, що вiн не досить знайомий з ефективними

алгоритмами, тому вiн просить вашої допомоги.

Вхiднi данi. Перший рядок мiстить цiле число 𝑁 — кiлькiсть вершин в

ламанiй лiнiї (26𝑁 6 1 000 000). Кожен з наступних 𝑁 рядкiв мiстить два цiлих

числа́ 𝑥 та 𝑦 — координати вiдповiдної вершини ламаної (06𝑥, 𝑦 < 5000). Гаран-

тується, що ламана у вхiдних даних мiстить лише горизонтальнi та вертикальнi

вiдрiзки, якi можуть перетинатися, але не можуть накладатись один на одного.

Нiякi двi вершини ламаної (в т. ч. старт та фiнiш) не знаходяться в однiй i тiй

самiй точцi.

Результати. Необхiдно вивести єдине цiле число — кiлькiсть самопере-

тинiв у ламанiй.

Приклади:

Вхiднi данi Результати

6
1 1
0 1
0 0
2 0
2 2
0 2

0
Вхiднi данi Результати

5
0 1
3 1
3 2
2 2
2 0

1

Розбiр задачi. Головне при розв’язуваннi цiєї задачi — не перестаратися

й не почати писати «чеснi» перевiрки перетинiв. Такi перевiрки могли б бути

доречними при бiльших розмiрах сiтки та меншiй кiлькостi вiдрiзкiв ламаної.
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А при заданiй кiлькостi, вiдомi автору цього розбору оптимiзацiї перебору всiх

можливих перетинiв не вкладаються у обмеження часу.

У цiй конкретнiй задачi краще помiтити такi факти:

1. Хоча один окремо взятий вiдрiзок (ланка ламаної) може мати довжину

аж 5000, а кiлькiсть вiдрiзкiв може сягати мiльйона, сумарна довжина вiдрiз-

кiв насправдi обмежується не 5000× 106=5·109, а тим, що раз вiдрiзки лише
горизонтальнi й вертикальнi, а накладання забороненi, то кожна з 5000×5000

вершин сiтки може бути задiяна щонайбiльше двiчi, тобто сума довжин усiх

вiдрiзкiв не перевищує 50 млн.

2. 5000×5000=25 млн— дуже багато для людини, але для комп’ютера — не так

i багато. Не лише у розрiзi «виконати 25 млн дiй», а також i у розрiзi «тримати

в пам’ятi 25 млн елементiв». (Але, щоб укластися в обмеження пам’ятi, вони

мусять бути 1- чи 2-байтовими!)

Завдяки цьому, виявляється допустимим такий простий пiдхiд, як «завести

масив 5000×5000, iнiцiалiзувавши всi елементи нулями; ходити уздовж лiнiй,

збiльшуючи на 1 значення у комiрках, вiдповiдних пройденим вершинам сiтки;

вiдповiддю буде кiлькiсть комiрок зi значенням 2». Великий time limit 4 сек

потрiбен не для робо́ти алгоритму, а для читання величезних вхiдних даних.

Приклад реалiзацiї такого алгоритма — ideone.com/SlR8oV

3.4 Обласна iнтернет-олiмпiада 2014/15 н. р.

Задачi доступнi для дорiшування (ejudge.ckipo.edu.ua, змагання №18).

Задача A. «Три круги»
Вхiднi данi: Клавiатура (stdin) Обмеження часу: 1 сек

Результати: Екран (stdout) Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Є три круги радiусами 𝑅1, 𝑅2 та 𝑅3.

Чи можна перекласти їх так, щоб вiдразу два меншi круги лежали один

поруч з iншим на найбiльшому, не накладаючись один на одного i не звисаючи

за його межi? Торкатися один одного меншi круги можуть.
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Вхiднi данi. Програма повинна прочитати три цiлi числа 𝑅1, 𝑅2 та 𝑅3,

в один рядок, через пропуски (пробiли). Усi три значення 𝑅1, 𝑅2 та 𝑅3 є цiлими

числами в межах вiд 1 до 1000.

Результати. Якщо перекласти круги вказаним чином неможливо, про-

грама повинна вивести єдине слово “NO” (без лапок).

Якщо можливо, то в єдиному рядку повинно бути записано “YES, the . . .

disk is the maximal” (без лапок), де замiсть “. . . ” повинно бути одне з трьох

значень:

� “1st” (без лапок), якщо 2-й i 3-й круги можна покласти поверх 1-го;

� “2nd” (без лапок), якщо 1-й i 3-й круги можна покласти поверх 2-го;

� “3rd” (без лапок), якщо 1-й i 2-й круги можна покласти поверх 3-го.

Звернiть увагу: фраза повинна бути однаковою з правильною байт-у-байт,

тобто всi великi чи маленькi лiтери, всi пропуски (пробiли) та iншi подiбнi дрi-

бницi важливi.

Приклади:

Вхiднi данi Результати

1 2 3 YES, the 3rd disk is the maximal

2 3 4 NO

9 3 1 YES, the 1st disk is the maximal

Розбiр задачi. Два меншi диски, яким заборонено наклада-

тися, займають найменше мiсця, коли торкаються. Тому гранична

ситуацiя, коли при хоч трохи меншому найбiльшому диску вони вже

звисають, а при рiвно такому або бiльшому все гаразд, зображена на рисунку.

Наприклад, 2-й i 3-й круги можна покласти поверх 1-го тодi й тiльки тодi, коли

𝑅1>𝑅2+𝑅3. Решта випадкiв аналогiчнi. Щоб правильно виводити “NO”, лег-

ше не формулювати умову цього випадку, а зробити розгалуження вкладеними,

щоб виводити “NO”, коли не виконалася жодна з трьох iнших умов. Реалiзацiю

див. ideone.com/rx2Odn

Можливий iнший пiдхiд — спочатку знайти, який з дискiв максимальний,

а вже потiм провести одне порiвняння. Для даної задачi це погана iдея: i тому, що

треба виводити номер максимального диску (ще й у виглядi “1st”/“2nd”/“3rd”),
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i тому, що з’ясування, який диск максимальний, займе чи не бiльше дiй, нiж роз-

гляд випадкiв у попередньому розв’язку. Але для багатьох iнших задач деякий

аналог дру́гого пiдходу виявляється набагато кращим за аналiз випадкiв, анало-

гiчний першому пiдходу.

Задача B. «Перевезення вантажу»
Вхiднi данi: Клавiатура (stdin) Обмеження часу: 1 сек

Результати: Екран (stdout) Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Перевiзник транспортує вантаж залiзницею, а потiм рiчковим транспортом.

Товар транспортується в потязi, який складається з 𝑁 (16𝑁6100) вагонiв

в кожному з яких 𝑘1 . . . 𝑘𝑁 (16𝑘𝑖61000) коробок вантажу.

У рiчковому портi вантаж з потягу перевантажують на корабель, який мо-

же взяти не бiльше нiж 𝑃 (16𝑃610000) коробок. Якщо якiсь коробки не по-

мiстяться на цей корабель, вони дуже довго чекатимуть наступного. Причому

чекатимуть обов’язково у тих вагонах, в яких прибули у порт.

Для ефективного транспортування диспетчеру необхiдно розвантажити

якомога бiльше вагонiв, завантаживши корабель, та вiдправити звiльненi вагони

на наступне завантаження.

Завдання. Напишiть програму transport, яка визначала б максимальну

кiлькiсть вагонiв, якi можна розвантажити, не перевищуючи вантажопiдйомнiсть

корабля.

Вхiднi данi. 1-й рядок: єдине число 𝑁 — кiлькiсть вагонiв в потязi.

2-й рядок: 𝑘1 . . . 𝑘𝑁 через пропуски (пробiли) — кiлькостi коробок у вагонах.

3-й рядок: 𝑃 — кiлькiсть коробок, яку може взяти на борт корабель.

Результати. Максимальна кiлькiсть вагонiв потягу, якi вдасться розван-

тажити.

Приклад:

Вхiднi данi Результати

3
5 7 3
9

2

Сторiнка 40 з 85



Обласна iнтернет-олiмпiада 2014/15 навч. року

Черкаська обл., 15.10.2014

Розбiр задачi. Ця задача, хоч i нескладна, потребує i з’ясувати правило,

за яким слiд вибирати вагони, i написати не зовсiм елементарну програму.

Тож правило — «Щоразу вибирати (ще не вибраний) вагон з мiнiмальною

кiлькiстю коробок, доки не вичерпається вантажопiдйомнiсть корабля або не

будуть задiянi всi вагони».

Доведемо (див. також стор. 10), що це дасть максимальну кiлькiсть ваго-

нiв. «Припустимо, нiби замiсть вагона з мiнiмальною кiлькiстю коробок взяли

вагон з деякою бiльшою кiлькiстю. Це збiльшило кiлькiсть розвантажених вагонiв

так са́мо на 1, якби взяли вагон з мiнiмальною, а залишок вантажопiдйомностi

корабля зменшило сильнiше. Отже, нiякого виграшу вiд того, щоб брати вагон

з немiмiнальною кiлькiстю коробок, нема». Ця схема доведень типова, тобто її

аналоги придатнi у багатьох ситуацiях.

Сформульованi правила — ще не зовсiм алгоритм. Є мiнiмум два способи

подальшого їх уточнення (як са́ме «вибирати (ще не вибраний) вагон з мiнi-

мальною кiлькiстю коробок»? ).

Можна застосувати сортування (воно ж упорядкування), пiсля нього це

будуть просто елементи по порядку. Особливо зручно, якщо писати мовою, де є

готове бiблiотечне сортування (наприклад, у ideone.com/sElRrj використано

функцiю sort бiблiотеки algorithm мови C++). Та й якщо писати сортуван-

ня самому, все ж є деяка зручнiсть у тому, щоб окремо написати та ретельно

вивiрити правильнiсть сортування, окремо решту дiй.

Можна багатократно проходити по усьому масиву, вибираючи мiнiмаль-

ний елемент, i пiсля кожного такого проходу враховувати знайдений елемент та

замiняти його на якесь велике значення, щоб не знаходити повторно. Втiм, осо-

бливих переваг цей спосiб не має. Зокрема, заявка «вiн швидший, бо не сортує

усi елементи, а вибирає лише стiльки, скiльки треба» не витримує критики, бо

його складнiсть Θ(𝑁 · 𝑃 ), тобто, враховуючи 𝑃6𝑁 , 𝑂(𝑁 2). А складнiсть ефе-

ктивних сортувань 𝑂(𝑁 log𝑁), що набагато менше.
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Задача C. «Коло i точки»
Вхiднi данi: Клавiатура (stdin) Обмеження часу: 1 сек

Результати: Екран (stdout) Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Є одне коло та 𝑁 точок.

Завдання. Напишiть програму, яка знаходитиме, скiльки з цих 𝑁 точок

потрапили всере́дину цього ко́ла, скiльки на саме́ коло i скiльки ззовнi ко́ла.

Вхiднi данi. Першi два рядки вхiдних даних задають коло. Можуть бути

два рiзнi формати його задання:

1. Якщо 1-ий рядок мiстить єдине число 1, то 2-ий рядок мiстить рiвно три цiлi

числа́ 𝑥𝐶 , 𝑦𝐶 , 𝑅𝐶 — координати центра кола та його радiус.

2. Якщо 1-ий рядок мiстить єдине число 2, то 2-ий рядок мiстить рiвно шiсть

цiлих чисел 𝑥𝐴, 𝑦𝐴, 𝑥𝐵, 𝑦𝐵, 𝑥𝐶 , 𝑦𝐶 . Їх слiд трактувати як координати трьох

точок 𝐴, 𝐵, 𝐶, через якi проведене коло, котре треба дослiдити. Цi три точки

гарантовано всi рiзнi i гарантовано не лежать на однiй прямiй. Гарантовано

також, що нiяка з цих трьох точок не збiгається нi з одною з точок подальшого

перелiку з 𝑁 точок.

Третiй рядок вхiдних даних завжди мiстить єдине цiле число𝑁 — кiлькiсть

точок. Подальшi 𝑁 рядкiв мiстять по два цiлi числа кожен — 𝑥 та 𝑦 координати

самих точок.

Абсолютно всi заданi у вхiдних даних числа є цiлими i не перевищують

за абсолютною величиною (модулем) 1000. При цьому кiлькiсть точок i радiус

гарантовано додатнi, а координати можуть бути довiльного знаку.

Скрiзь, де в одному й тому ж рядку записано по кiлька чисел, вони вiддiленi

одне вiд одного пропусками (пробiлами).

Результати. Програма повинна вивести три цiлi числа — спочатку кiль-

кiсть точок всере́динi ко́ла, потiм кiлькiсть точок на самому ко́лi, потiм кiлькiсть

точок ззовнi ко́ла.

Сума цих трьох чисел повинна дорiвнювати 𝑁 . Зокрема, якщо коло задане

2-им способом, то тi три точки, якими воно задане, треба не вважати точками,

належними колу.

Приклади:
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Вхiднi данi Результати

1
-1 2 5
4
0 0
-3 -3
-6 2
6 -2

1 1 2

2
-1 -3 2 6 3 5
4
0 0
-3 -3
-6 2
6 -2

1 1 2

Примiтки. В обох наведених прикладах задане (рiзними способами) одне

й те само коло, тому що коло, проведене через точки (−1;−3), (2; 6) та (3; 5)

якраз i має радiус 5 та центр у точцi (−1; 2).

Перша одиничка вiдповiдi виражає, що лише одна точка з перелiку потра-

пила всере́дину кола (i це точка (0; 0), але цього не питають). Друга одиничка

вiдповiдi виражає, що лише одна точка з перелiку потрапила на саме́ коло (i це

точка (−6; 2), але цього не питають). Число 2 у вiдповiдi позначає, що решта двi

точки перелiку (це точки (−3;−3) та (6;−2), але цього не питають) потрапили

ззовнi кола.

Можна здавати програму, яка враховує лише подання кола через координа-

ти центра i радiус. На тести, в яких коло подається 1-им способом, припадатиме

майже половина балiв, i така програма може їх отримати. Але навiть така про-

грама повинна враховувати, що в цих тестах все одно буде 1-ий рядок з єдиним

числом 1.

Разом з тим, якщо враховувати обидва випадки, це все одно повинна бути

одна програма.

Розбiр задачi. Коло — множина точок, рiвновiддалених вiд центру, тож

дослiджувана точка потрапляє всере́дину ко́ла, коли вiдстань мiж нею i цен-

тром кола менша за радiус, на саме́ коло — коли рiвна, i назовнi, коли бiльша.

Ця вiдстань рiвна
√︀
(𝑥𝑖 − 𝑥𝐶)2 + (𝑦𝑖 − 𝑦𝐶)2 (де (𝑥𝑖; 𝑦𝑖) — координати дослiджу-

ваної точки, (𝑥𝐶 ; 𝑦𝐶) — центру ко́ла). Тож (для програми, що працює лише
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для 1-го способу подання ко́ла) лишається тiльки написати цикл зi вкладени-

ми розгалуженнями на три випадки. При бажаннi, можна позбутися похибок

(див. стор. 13–14), прибравши коренi, тобто порiвнювати (𝑥𝑖 − 𝑥𝐶)
2+(𝑦𝑖 − 𝑦𝐶)

2

з 𝑅2. Остаточна реалiзацiя — ideone.com/k9iLan

Розiбратися, що робити з 2-им способом подання ко́ла — значно складнi-

ше, можливо навiть складнiше усiєї решти 21/2 задач цього туру. Можна звести

2-ий випадок до 1-го, тобто перейти вiд трьох точок до центру й радiусу прове-

деного через цi три точки ко́ла, та використати вже розглянутий розв’язок.

Один зi способiв — будувати перетин серединних перпендикулярiв двох сто-

рiн △𝐴𝐵𝐶, тобто тi ж дiї, що й на уроцi геометрiї, але виконанi замiсть циркуля

i лiнiйки засобами обчислювальної геометрiї (рос. вычислительная геометрия,

англ. computational geometry). Вступ до обч. геометрiї можна знайти у бага-

тьох мiсцях, зокрема https://goo.gl/6yppjy Програма, що розв’язує задачу

цим способом — ideone.com/k1aFcF (але звiдти свiдомо прибранi допомiжнi

функцiї, поясненi за попереднiм посиланням).

Iнший спосiб — вивести на паперi прямi формули, розв’язавши систему{︃
(𝑥−𝑥𝐴)

2 + (𝑦−𝑦𝐴)
2 = (𝑥−𝑥𝐵)

2 + (𝑦−𝑦𝐵)
2,

(𝑥−𝑥𝐴)
2 + (𝑦−𝑦𝐴)

2 = (𝑥−𝑥𝐶)
2 + (𝑦−𝑦𝐶)

2,

де 𝑥𝐴, 𝑦𝐴, 𝑥𝐵, 𝑦𝐵, 𝑥𝐶 , 𝑦𝐶 — координати заданих точок (до них треба ставитися

як до вiдомих значень), а 𝑥 та 𝑦 — координати центра ко́ла, їх-то й шукаємо.

Розв’язати цю систему легше, нiж може здатися, бо пiсля перетворень, аналогi-

чних (𝑥−𝑥𝐴)
2=𝑥2− 2𝑥𝐴·𝑥+𝑥𝐴

2, можна позводити 𝑥2 та 𝑦2, i рiвняння стають

лiнiйними вiдносно 𝑥 та 𝑦 (що логiчно, бо це серединнi перпендикуляри).

Можна й не виражати 2-ий випадок через 1-ий. ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑥𝐴 𝑦𝐴 𝑥2𝐴 + 𝑦2𝐴 1

𝑥𝐵 𝑦𝐵 𝑥2𝐵 + 𝑦2𝐵 1

𝑥𝐶 𝑦𝐶 𝑥2𝐶 + 𝑦2𝐶 1

𝑥𝑖 𝑦𝑖 𝑥2𝑖 + 𝑦2𝑖 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .

Виявляється, вiдповiдь на задачу можна взнавати за

знаком детермiнанта, наведеного праворуч. (Детермi-

нант, вiн же визначник — стандартний термiн теорiї

матриць. Як обчислювати детермiнант, та чому цей

детермiнант має описану далi властивiсть, бажаючi можуть знайти в Iнтернетi

або лiтературi самостiйно.)
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Отже: рiвнiсть цього детермiнанта 0 означає, що (𝑥𝑖; 𝑦𝑖) лежить на ко́лi,

проведеному через (𝑥𝐴; 𝑦𝐴), (𝑥𝐵; 𝑦𝐵), (𝑥𝐶 ; 𝑦𝐶); додатне значення детермiнанта —

що всере́динi; вiд’ємне — ззовнi. Тiльки це якщо обхiд △𝐴𝐵𝐶 (са́ме у порядку

𝐴, 𝐵, 𝐶) вiдбувається у додатному напрямку (проти годинникової стрiлки), а при

змiнi напрямку обходу △𝐴𝐵𝐶 слiд обмiняти мiсцями смисл додатного i вiд’єм-

ного знакiв детермiнанту. Зовсiм не очевидно, але ж це лише один iз способiв

розв’язання задачi. . .

3.5 II (районний/мiський) етап 2014/15 н. р.

Задачi доступнi для дорiшування (ejudge.ckipo.edu.ua, змагання №46).

В усiх задачах даного змагання, програма може читати вхiднi данi хоч з

клавiатури, хоч зi вхiдного файлу input.txt (але лише з чогось одного, а не

поперемiнно). Аналогiчно, програма може виводити результати хоч на екран, хоч

у вихiдний текстовий файл output.txt (теж лише на/у щось одне).

Задача A. «Цифра»
Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек

Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

В заданому додатному числi потрiбно закреслити одну цифру так, щоб

число, яке залишиться в результатi, було найбiльшим.

Напишiть програму, яка читає одне цiле значення 𝑛 (106𝑛699999), i виво-

дить число без однiєї цифри (це число має бути найбiльшим серед усiх можливих

варiантiв закреслень цифри).

Приклади:

Вхiднi данi Результати

321 32

129 29

Розбiр задачi. Дiяти за принципом «Викреслювати мiнiмальну цифру»

— неправильно (всупереч пiдступним при́кладам з умови, якi провокують таку

хибну думку.) Наприклад, iз числа́ 9891 треба викреслити 8 i отримати 991,

а викреслення мiнiмальної цифри 1 дасть не максимальне 989.
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Оскiльки розмiри малi (кiлькiсть цифр6 5, видаляється одна), найпростi-

ший правильний розв’язок — перебрати всi варiанти викреслення однiєї цифри

(усе число без 1-ої, усе без 2-ої, тощо), i вибрати з них максимальний. Зручно

(хоча й не обов’язково) перевести число у рядок (string), i займатися вилуче-

нням символiв у рядковому поданнi. Реалiзацiю див. ideone.com/jFBIM6 При

бажаннi, ї ї можна спростити, роблячи взагалi все виключно рядками. (Взагалi

буває проблема «у числах 7<10, а у рядках "7"> "10"», але тут вона не проя-

виться, бо кiлькостi цифр усiх потрiбних чисел однаковi.)

Ще є правильний розв’язок «Знайти найлiвiше мiсце, де зразу пiсля мен-

шої цифри йде бiльша, i викреслити меншу са́ме з цих двох; якщо жодного такого

мiсця нема (наприклад, у числi 97752) — викреслити останню цифру».

Якщо мати лише мету розв’язати цю задачу при цих обмеженнях — краще

обмежитися першим правильним способом i не читати далi. А якщо мати бажа-

ння ще раз розглянути, як можна доводити правильнiсть алгоритма (див. також

стор. 10) — тодi подальший текст важливий.

Занумеруємо цифри початкового числа́ злiва направо 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑛. Розгля-

немо спочатку випадок «нема жодного мiсця, щоб пiсля меншої цифри йшла

бiльша», тобто 𝑎1> 𝑎2> . . . > 𝑎𝑛. Згiдно алгоритму, треба викреслити 𝑎𝑛, ли-

шивши 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑛−1. Якщо всупереч алгоритму викреслити деяку 𝑎𝑗 (16𝑗<𝑛),

вийде 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑗−1𝑎𝑗+1 . . . 𝑎𝑛. Початок 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑗−1 спiльний, тож при порiвняннi

буде пропущений, фактично будуть порiвнюватися частини, де 𝑎𝑗+1 замiсть 𝑎𝑗;

𝑎𝑗+2 замiсть 𝑎𝑗+1; . . . ; 𝑎𝑛 замiсть 𝑎𝑛−1. Оскiльки розглядаємо ситуацiю 𝑎1>

> 𝑎2> . . . > 𝑎𝑛, то або 𝑎𝑗>𝑎𝑗+1, або 𝑎𝑗=𝑎𝑗+1. При 𝑎𝑗 >𝑎𝑗+1, число, отримане

всупереч алгоритму, менше (гiрше) отриманого згiдно з алгоритмом, бо пiсля

спiльного початку йде 𝑎𝑗+1<𝑎𝑗. Якщо ж 𝑎𝑗 = 𝑎𝑗+1, то можна приєднати цю ци-

фру до спiльного початку i повторити всi мiркування для «𝑎𝑗+2 замiсть 𝑎𝑗+1».

I так далi. Кiнець кiнцем, або десь отримаємо, що число всупереч алгоритму

менше (гiрше) числа́ згiдно з алгоритмом, або дiйдемо до 𝑎𝑗 = 𝑎𝑗+1= . . . = 𝑎𝑛,

тобто викреслення 𝑎𝑗 призводить до того ж результату, що алгоритм.

Лишилося розглянути випадок, коли мiсце, де 𝑎𝑖<𝑎𝑖+1, iснує. Нехай 𝑖⋆ —
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найлiвiша з таких позицiй, тобто 𝑎1> 𝑎2> . . . > 𝑎𝑖⋆ i (𝑎𝑖⋆<𝑎𝑖⋆+1). Невигiднiсть

видаляти замiсть 𝑎𝑖⋆ деяку 𝑎𝑗 при 16𝑗<𝑖⋆ доводиться аналогiчно мiркуванням

попереднього абзацу. Лишилося довести невигiднiсть видаляти 𝑎𝑗 при 𝑖⋆<𝑗6𝑛,

а це зовсiм легко: згiдно з алгоритмом отримуємо 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑖⋆−1𝑎𝑖⋆+1 . . . 𝑎𝑛, всу-

переч — 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑖⋆−1𝑎𝑖⋆ . . . 𝑎𝑗−1𝑎𝑗+1 . . . 𝑎𝑛, тобто початок 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑖⋆−1 спiльний,

потiм 𝑎𝑖⋆+1 > 𝑎𝑖⋆. Розглянутi випадки покрили всi можливi ситуацiї, доведення

успiшно завершене.

Чи має дру́гий алгоритм переваги над першим? При заданих обмеженнях

𝑛699999 — нi. Якби числа могли бути значно бiльшими (наприклад, до мiльйона

цифр; не «𝑛=1000000», це число з 7 цифр, а якби кiлькiсть цифр могла сягати

мiльйона) — тодi виявилося б, що перший алгоритм правильний, але повiльний,

а дру́гий вкладається у розумнi обмеження. Асимптотичнi оцiнки: Θ(𝐿2) для

першого, Θ(𝐿) для дру́гого, де 𝐿 — кiлькiсть цифр числа́ 𝑛.

Задача B. «Пiрамiда»
Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек

Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Гiллу Бейтсу захотiлося увiчнити пам’ять про свою корпорацiю MegaHard.

Вiн обрав перевiрений часом метод — побудувати пiрамiду.

Пiрамiда має висоту 𝑛 Стандартних Будiвельних Блокiв, i кожен її рiвень —

квадрат 𝑘×𝑘 блокiв, де 𝑘 — номер рiвня, рахуючи згори. З’ясувалося, що фiрма,

що виготовляє Стандартнi Будiвельнi Блоки, продає їх лише партiями по𝑚 штук.

Потрiбно написати програму, що визначатиме, скiльки блокiв залишиться

не використаними пiсля побудови пiрамiди (Гiлл Бейтс забезпечить закупiвлю

мiнiмально необхiдної для побудови пiрамiди кiлькостi партiй).

Напишiть програму, яка читає в один рядок через пропуск (пробiл) споча-

тку кiлькiсть бажаних рiвнiв пiрамiди 𝑛 (16𝑛6109, тобто мiльярд), потiм розмiр

партiї Стандартних Будiвельних Блокiв𝑚 (16𝑚6106, тобто мiльйон), i виводить

єдине цiле число — кiлькiсть Блокiв, що залишаться не використаними, якщо

купити найменшу можливу кiлькiсть цiлих партiй.
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Приклад:
Вхiднi данi Результати

7 16 4

Примiтка. Пiрамiда з 7 рiвнiв мiститиме 12+22+32+42+52+62+72=140

блокiв, i якщо купити 8 партiй по 16 блокiв, то цих 128 блокiв не вистачить; тому

треба купити 9 партiй по 16 блокiв, тодi з цих 144 блокiв 4 залишаться зайвими.

Розбiр задачi. Ця задача проста, щоб набрати частину балiв, але

набрати повний бал чи значну частину балiв не так просто. Розв’язок

ideone.com/w8Yu4L набирає половину балiв. I тут є де помили́тися й отримати

ще менше (важливо i правильно врахувати смисл 𝑚, i взяти тип int64).

При 𝑛, починаючи з ≈ 3·106, сума 12+22+ . . . +𝑛2 виходить навiть за

межi 64-бiтового типу. З цим можна боротися, застосовуючи найпростiший при-

йом модульної арифметики: робити додавання 𝑖2 не як s:=s+sqr(int64(i)),

а як s:=(s+sqr(int64(i)))mod m. Реалiзацiя з вчасними «... mod m», наби-

рає 150 балiв (з 250). Тепер критичним стає те, що ≈ 109 iтерацiй циклу (ще й

з громiздкою операцiєю mod) не помiщаються в обмеження часу (1 сек).

100%-ий спосiб №1. Якщо знати (або вивести пiд час туру) формулу

12+22+ . . . +𝑛2= 𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)
6 , можна поєднати її з засобами модульної ари-

фметики й отримати зовсiм iнший розв’язок ideone.com/g6nSKa Вiн взагалi

не мiстить циклiв (складнiсть Θ(1)), тож працює миттєво.

Щоб написати цей розв’язок, треба знати деякi математичнi факти та

властивостi, i це може не всiм подобатися. Але, по-перше, задача має альтерна-

тивний розв’язок; по-друге, навiть якби цей розв’язок був єдиним, це не супере-

чило б традицiям Всеукраїнської олiмпiади з iнформатики.

У цьому розв’язку треба писати са́ме “... mod (6*m)” (а не “... mod m”),

бо такi властивостi модульної арифметики: хоча (𝑎+ 𝑏) mod 𝑝=
(︀
(𝑎 mod 𝑝)+

+ (𝑏 mod 𝑝)
)︀
mod 𝑝 — правильна для всiх 𝑎, 𝑏, 𝑝 тотожнiсть, i так само для

множення, але для дiлення виявляється не так. Детальнiшi вiдомостi про мо-

дульну арифметику просимо знайти в Iнтернетi або лiтературi самостiйно.

Щодо того, як можна вивести формулу 12+22+ . . . +𝑛2= 𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)
6 са-

мому пiд час туру — див., наприклад, http://dxdy.ru/topic22151.html Звi-
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сно, доцiльнiсть витрачання часу туру на подiбнi виведення формул iстотно за-

лежить вiд умiнь конкретного учасника та вiд того, чи має мiсце ситуацiя, коли

учасник знає, що така формула в принципi iснує, але не пам’ятає її точно.

100%-ий спосiб №2. Навiть не знаючи нi формули зi способу № 1,

нi модульної арифметики, можна побудувати iнший повнобальний розв’язок, ко-

ристуючись лише базовими, в межах загальнообов’язкового мiнiмуму, знаннями

математики, а також спостережливiстю та кмiтливiстю.

Якщо 𝑛 < 2·106, можна порахувати вiдповiдь «в лоб», як на початку

розбору. Iнакше (враховуючи, що 𝑚 6 106, 𝑛 > 2·106) вийде, що промiжок вiд 1
до 𝑛 мiстить кiлька (як мiнiмум, два, як максимум — сотнi мiльйонiв) промiжкiв

вiд 1 до 𝑚, вiд 𝑚+1 до 2𝑚, вiд 2𝑚+1 до 3𝑚, i т. д.
Розглянемо очевиднi тотожно-

стi на промiжках вiд 1 до 𝑚 та вiд

𝑚+1 до 2𝑚. Помiтимо, що сума

𝑚2+2𝑚 кратна 𝑚 i тому не впливає

на остато́чну вiдповiдь задачi.

12=1 (𝑚+1)2 = 𝑚2 + 2𝑚+ 1

22=4 (𝑚+2)2 = 𝑚2 + 4𝑚+ 4

32=9 (𝑚+3)2 = 𝑚2 + 6𝑚+ 9
... ...

𝑚2=𝑚2 (𝑚+𝑚)2 = 𝑚2 + 2𝑚2 +𝑚2

Аналогiчно не впливають𝑚2+4𝑚,𝑚2+6𝑚, i т. д. Тобто, (𝑚+1)2 mod 𝑚=

=12 mod 𝑚, (𝑚+2)2 mod 𝑚=22 mod 𝑚, (𝑚+3)2 mod 𝑚=32 mod 𝑚, . . . ,

а звiдси — сума усього промiжку (𝑚+1)2+(𝑚+2)2+ . . . +(𝑚+𝑚)2 має

той самий залишок вiд дiлення на 𝑚, що й сума усього 12+22+ . . . +𝑚2.

З аналогiчних причин, такий самий залишок мають i сума усього третьо-

го промiжку (2𝑚+1)2+(2𝑚+2)2+ . . . +(2𝑚+𝑚)2, i сума будь-якого подаль-

шого. Тому досить цей однаковий для всiх промiжкiв залишок домножити на

𝑛 div𝑚, а потiм, якщо 𝑛 не кратне 𝑚, окремо порахувати й додати шматочок

вiд (𝑛 div𝑚)·𝑚+1 до 𝑛 (або вiд 1 до 𝑛 mod 𝑚).

Отже, сумарна кiлькiсть iтерацiй усiх циклiв не перевищить 𝑚+

+(𝑛 mod 𝑚)< 2𝑚6 2·106. Це довше, нiж Θ(1) зi «способу № 1», але теж вкла-

дається у 1 сек. Щоправда, якби обмеження було не 𝑚6106, а 𝑚6109, цей

розв’язок став би неможливим (а «спосiб № 1» лишився б можливим).
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Задача C. «Ко-анаграмiчно-простi»
Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек

Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Число називається простим, якщо воно має рiвно два рiзнi дiльники — себе

i одиницю. Наприклад: 23 — просте число, а 35 не просте, бо 5×7=35. Число 1

теж не просте (лише один дiльник).

Якщо у числi змiнити порядок цифр, властивiсть простоти може змiнитися:

наприклад, 35 — не просте число, а 53 — просте.

Будемо називати число ко-анаграмiчно-простим, коли при хоча б одно-

му можливому порядку цифр утворюється просте число. Наприклад, 35 є ко-

анаграмiчно-простим (бо 53 просте), а 225 — не є, бо жодне з чисел 225, 252 та

522 не є простим.

Напишiть програму, яка читає одне цiле додатне значення 𝑛 (106𝑛69999)

i виводить у першому рядку мiнiмальне можливе ко-анаграмiчно-просте число,

бiльше-рiвне за 𝑛, а у дру́гому рядку — ту перестановку цифр, яка робить його

простим. Якщо при перестановцi з’являються нулi спереду числа — слiд вважати,

що вони не впливають на значення числа (05 дорiвнює 5), але виводити слiд

обов’язково iз цими нулями (якщо правильно 05, то вивести 5 неправильно).

Разом з тим, перше число вiдповiдi починати з нуля не можна.

Якщо можливi рiзнi правильнi вiдповiдi — виводьте будь-яку одну з них.

Приклади:

Вхiднi данi Результати

35 35
53

49 50
05

225 227
227

Розбiр задачi. У цiй задачi треба акуратно писати вiдносно велику, як

для II етапу, програму, поєднуючи застосування рiзних стандартних алгоритмiв.

Але, не зважаючи на страшну назву «ко-анаграмiчно» та iншi громiздкостi, тут

не дуже-то й треба самому придумувати щось математичне. Якщо, звiсно:

� знати стандартний алгоритм перевiрки простоти числа́;
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� вмiти або перевiряти, чи чи́сла складаються з одних i тих са́мих цифр, або

генерувати перестановки послiдовностi цифр.

Cтандартний алгоритм перевiрки простоти числа́ 𝑛 (при 𝑛 > 2) — про-

бувати дiлити його на 2, 3, . . . , round(
√
𝑛), i якщо хоча б раз подiлилося без

остачi — число скла́дене, якщо не подiлилося нi разу — просте. Важливо перевi-

ряти до кореня (а не до 𝑛 чи 𝑛/2), бо це набагато менше (див. також стор. 22).

Перевiряти, чи чи́сла складаються з одних i тих самих цифр у рiзному

порядку, можна по-рiзному. Один з простих i зручних пiдходiв — вiдсортувати

(наприклад, за неспаданням) цифри окремо одного з них, окремо iншого, й по-

рiвняти отриманi вiдсортованi послiдовностi (вони рiвнi тодi й тiльки тодi, коли

чи́сла складаються з одних i тих самих цифр). Оскiльки кiлькiсть цифр дуже ма-

ленька, нема смислу використовувати quickSort чи подiбнi ефективнi алгоритми

сортування, доречнiшi будуть сортування вставками або навiть бульбашкове.

Таким чином, схема алгоритму може бути приблизно такою. Функцiя (пiд-

програма) «перевiрити, чи є число ко-анаграмiчно-простим» має вигляд:

1. Створити копiю цього числа́-аргумента у рядковому (string-овому) виглядi;

2. Вiдсортувати цифри (символи рядка) за неспаданням;

3. Перебрати усi числа з вiдповiдною кiлькiстю цифр, вiд 0. . . 01 до 9. . . 99, i для

кожного з них:

(a) перетворити у рядок (знову як копiю, щоб не псувати оригiнал);

(b) теж вiдсортувати цифри числа́ за неспаданням;

(c) якщо вiдсортованi послiдовностi виявилися рiзними — значить, поточне чи-

сло не є перестановкою цифр дослiджуваного числа́ i його слiд пропустити,

а якщо однаковими — запустити перевiрку поточного числа́ на простоту.

Якщо перевiрка у п. 3c хоча б один раз виявила, що число просте — функцiя

в цiлому має повернути результат «число є ко-анаграмiчно-простим». Якщо

жодного разу не виявила — результат «не є».

Тепер лишається тiльки перевiряти, чи є ко-анаграмiчно-простим саме́ вве-

дене число 𝑛, потiм 𝑛+1, 𝑛+2, . . . Приклад реалiзацiї — ideone.com/mGI9hm
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Для цiєї реалiзацiї дуже складно i вивести асимптотичну оцiнку часу ро-

боти, i використати цю асимптотику для оцiнювання конкретного часу роботи

в мiлiсекундах. Наприклад, зовсiм не ясно, як оцiнити кiлькiсть iтерацiй самого

зовнiшнього циклу (скiльки чисел 𝑛, 𝑛+1, . . . треба перебрати, щоб гарантовано

знайти ко-анаграмiчно-просте). У перевiрцi простоти́, хоч i видно верхню межу

циклу round(sqrt(n)), але ж розумна реалiзацiя обриває цикл пiсля першого

знайденого дiльника, i середня кiлькiсть iтерацiй виявляється меншою (а на-

скiльки — не ясно); i так далi.

Програма може працювати швидше, якщо, замiсть перебору всiх чисел з

вiдповiдною кiлькiстю цифр (вiд 0. . . 01 до 9. . . 99), вiдразу генерувати лише тi,

що складаються з потрiбних цифр, i перевiряти на простоту лише їх. При обме-

женнi 𝑛 6 9999 це насправдi неважливо, тож утримаємося вiд опису, як робити

це вручну; бажаючi можуть знайти за назвою генерацiя перестановок (generate

permutations). У мовi C++ така генерацiя є готова (функцiя next_permutation

бiблiотеки algorithm).

Задача D. «Хмарочоси»
Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 2 сек

Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Як вiдомо, мiсто Прямий Рiг являє собою одну пряму вулицю, уздовж якої

прокладена координатна вiсь 𝑂𝑥. Останнiм часом у мiстi розгорнувся будiвель-

ний бум, внаслiдок якого ПрямМiськБуд звiв 𝑁 хмарочосiв. Кожен хмарочос

можна охарактеризувати висотою ℎ𝑖 та координатою 𝑥𝑖 (усi 𝑥𝑖 рiзнi, усi ℎ𝑖 стро-

го додатнi).

За задумами мерiї Прямого Рогу, настав час обладнати на дахах деяких

iз хмарочосiв оглядовi майданчики. Прибутковiсть такого майданчику залежить

вiд того, скiльки з даху даного хмарочосу видно iнших хмарочосiв. Тому Вас

попросили написати програму, яка пiдготує вiдповiдну статистику. Данi про хма-

рочоси зберiгаються у мерiї в порядку зростання 𝑥𝑖, тож саме в такому порядку

вони i вводитимуться у Вашу програму. Якщо дахи трьох або бiльше хмарочосiв
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виявляються розмiщеними на однiй прямiй, ближчi затуляють дальшi, i дальших

не видно.

Вхiднi данi. 1-й рядок мiстить кiлькiсть хмарочосiв𝑁 , наступнi𝑁 рядкiв

мiстять по два цiлi числа кожен — координату 𝑥𝑖 та висоту ℎ𝑖. Гарантовано, що

16𝑁64321, 06𝑥1<𝑥2< . . . <𝑥𝑁6106 (мiльйон), 16ℎ𝑖6105 (сто тисяч).

Результати. Програма має вивести 𝑁 рядкiв, 𝑖-ий рядок має мiстити

одне цiле число — кiлькiсть iнших хмарочосiв, якi видно з даху хмарочосу № 𝑖.
Приклад:

Вхiднi данi Результати

11
0 4
3 5
5 3
6 4
7 5
8 8
10 5
12 4
14 3
17 1
19 7

2
5
3
4
3
10
3
4
4
3
5

Розбiр задачi. Намагання розв’язати задачу через три вкладенi цикли

(два перебирають поточну пару хмарочосiв, всере́динi них третiй перебирає усi

промiжнi, дивлячись, чи не затуляє вiн видимiсть поточної пари) — погана iдея.

Такий розв’язок набирає 150–190 балiв з 250. Конкретне значення у промiжку

150–190 залежить, головним чином, вiд того, чи обривається третiй цикл негай-

но, як тiльки встановлений результат. Асимптотична складнiсть: якщо 3-iй цикл

обривається, то 𝑂(𝑁 3), якщо нi — Θ(𝑁 3).

Для ефективнiшого розв’язку, введемо поняття нахил

з 𝑗-го хмарочосу на 𝑘-й (на рис. зображенi нахили з 1-го хма-

рочоса на iншi). Нахили можна подавати у програмi або куто-

вими коефiцiентами
𝑦𝑘 − 𝑦𝑗
𝑥𝑘 − 𝑥𝑗

, або векторами (𝑥𝑘−𝑥𝑗; 𝑦𝑘−𝑦𝑗).

(Про переваги використання таких векторiв у багатьох iнших

задачах див. https://goo.gl/6yppjy зокрема i за назвою «обчислювальна гео-

метрiя» взагалi; але у цiй задачi достатньо й кутових коефiцiентiв, якщо пода-

вати їх у якнайточнiшому типi extended (long double).)
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Розглянемо (припускаючи, що 𝑁>1), як порахувати кiлькiсть хмарочосiв,

видимих з 1-го. 2-й хмарочос гарантовано видимий з 1-го. Запам’ятаємо нахил

з 1-го хмарочоса на 2-й i оголосимо його поточним нахилом затулення горизонту.

Потiм бiгтимемо по рештi хмарочосiв злiва направо, i нахил зi все того ж 1-го на

кожен наступний виявлятиметься або нижчим-або-рiвним, нiж нахил поточного

затулення горизонту (за годинниковою стрiлкою), або вищим (проти годиннико-

вої стрiлки). У першому випадку, поточного хмарочосу не видно й нiчого робити

не треба. У другому — треба додати одиничку на позначення того, що поточний

хмарочос видно з 1-го, i оновити нахил поточного затулення горизонту.

Для iнших хмарочосiв, є ще хмарочоси злiва, якi теж треба врахувати.

Ускладнення не принципове, але як краще це врахувати?

Писати ще один цикл, який бiжить вiд поточної позицiї налiво — спосiб

можливий, але не найкращий. Зокрема, тому, що са́ме в таких дублюваннях

схожих фрагментiв часто з’являються помилки (особливо, якщо з першого разу

написати неправильно, i вносити правки).

Досить зручний спосiб, який i дозволяє не писати зайвого, i працює дещо

швидше за iншi — врахувати симетричнiсть видимостi (𝑘-й видно з 𝑗-го тодi й

тiльки тодi, коли 𝑗-й видно з 𝑘-го). Завдяки цьому, коли при розглядi сусiдiв 𝑗-го

хмарочоса з’ясовано, що з нього видно 𝑘-й (𝑘>𝑗), можна додати по одиничцi i до

кiлькостi видимих з 𝑗-го, i до кiлькостi видимих з 𝑘-го. Втiм, таке пришвидшення

(удвiчi) не принципове. Асимптотика однакова — Θ(𝑁 2).

3.6 III (обласний) етап 2014/15 н. р.

Задачi доступнi для дорiшування (ejudge.ckipo.edu.ua, змагання №48).

В усiх задачах цього змагання, програма може читати вхiднi данi хоч з

клавiатури, хоч зi вхiдного файлу input.txt (але лише з чогось одного, а не

поперемiнно). Аналогiчно, програма може виводити результати хоч на екран, хоч

у вихiдний текстовий файл output.txt (теж лише на/у щось одне).
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Задача A. «Гiрлянда — garland»
Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек

Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

На Новорiчнi свята Василь разом з батьком вирiшили зробити електричну

гiрлянду iз лампочок. При створеннi гiрлянди лапочки включаються в коло

послiдовно та деякi паралельно так, що в паралельному з’єднаннi може знаходи-

тись лише двi лампочки. Для з’ясування можливостi пiдключення гiрлянди до

джерела живлення, Василю треба визначити загальний опiр створеної гiрлянди.

З фiзики йому вiдомо, що при послiдовному з’єднаннi загальний опiр кола

розраховується за формулою:𝑅1+𝑅2+ · · · +𝑅𝑛, а при паралельному: 1
𝑅 = 1

𝑅1
+

+ 1
𝑅2

+ · · · + 1
𝑅𝑛
.

Напишiть програму garland, яка б обчислювала загальний опiр гiрлянди.

Вхiднi данi. У першому рядку задано загальну кiлькiсть лампочок 𝑁 ,

в другому — через пробiл опiр кожної з лампочок (значення опору є цiлим

числом i знаходиться в межах вiд 1 до 1000). В третьому рядку знаходиться

цiле число 𝐾 — кiлькiсть пар лампочок (06𝐾 6𝑁/2), якi включенi в коло па-

ралельно. Кожен наступний рядок мiстить по два порядкових номери лампочок,

що включенi паралельно.

Результати. Загальний опiр гiрлянди (як дiйсне число без заокруглень).
Приклад:

Вхiднi данi Результати Схема прикладу

6
2 4 6 7 3 1
2
2 3
5 6

12.15 𝑅1=2 𝑅2=4

𝑅3=6

𝑅4=7 𝑅5=3

𝑅6=1

Примiтка. Можна виводити також i у форматi 1.2150000000000E+01.

Розбiр задачi. Задача в основному на реалiзацiю, тобто головне — ува-

жно прочитати й акуратно реалiзувати. Єдиний неочевидний момент — як раху-

вати суму всiх тих о́порiв, якi не були задiянi у паралельних пiдключеннях.

Один з можливих способiв такий: cпочатку порахувати суму абсолютно

всiх опорiв; читаючи чергову пару номерiв опорiв, з’єднаних паралельно, не лише

обчислювати опiр їхнього паралельного з’єднання 1/
(︀
1/𝑅[𝑖]+1/𝑅[𝑗]

)︀
i додавати
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його до результату, але також i вiднiмати з того ж результату 𝑅[𝑖] + 𝑅[𝑗], бо цi

о́пори ранiше додали, а виявилося, що даремно.

Ще один можливий спосiб — почати з розгляду паралельних пар, i щоразу,

додавши до загальної суми 1/
(︀
1/𝑅[𝑖] + 1/𝑅[𝑗]

)︀
, замiняти 𝑅[𝑖] та 𝑅[𝑗] на нулi.

Завершивши розгляд усiх паралельних пар, пододавати всi 𝑅[𝑖] (уже використанi

будуть нулями й не вплинуть на результат).

Приклади програм-розв’язкiв: ideone.com/QwkKWN (першим способом),

ideone.com/QNgTua (дру́гим). Асимптотика однакова — Θ(𝑁).

Задача B. «Прямокутники — rectangles»
Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек

Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Данi два прямокутники, сторони яких паралельнi вiсям координат.

Завдання. Напишiть програму rectangles, яка б визначала площу

їхнього об’єднання, тобто усiєї частини площини, що покрита хоча б одним з

прямокутникiв. Площу спiльної частини обох прямокутникiв (якщо така є) слiд

враховувати один раз.

Вхiднi данi. Вхiднi данi мiстять два рядки, кожен з яких описує один з

прямокутникiв, у форматi 𝑥min 𝑥max 𝑦min 𝑦max. Усi координати є цiлими числами,

що не перевищують по модулю 1000.

Результати. Ваша програма має вивести єдине цiле число — знайдену

площу об’єднання.

Приклади:

Вхiднi данi Результати

0 10 0 10
20 30 20 30

200

0 20 0 30
10 12 17 23

600

Вхiднi данi Результати Зображення

0 4 0 3
-2 1 2 4

17

Розбiр задачi. Цю задачу важко вирiшити на повнi бали шляхом

аналiзу випадкiв. Просто тому, що їх бiльше, нiж може здатися. Навiть якщо
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не розглядати випадки рiвностi деяких iз координат (як-то «не розглядати окре-

мо ситуацiю xmin1==xmax2, а об’єднати з ситуацiєю xmin1>xmax2, написавши

xmin1>=xmax2»), все одно лишаються такi потенцiйно рiзнi випадки:

Ситуацiї, коли прямокутники обмiнянi мiсцями, наведено як рiзнi, бо якщо

виводити для кожного випадку свою формулу залежностi результату вiд вхiдних

даних, вони можуть бути рiзними. Звiсно, деякi з цих випадкiв все одно можна

об’єднати. Але не так просто зробити це правильно i нiде не помили́тися. Тому

пропонується розв’язати задачу iнакше.

1-й спосiб (придатний для довiльних координат). Площа об’єд-

нання дорiвнює сумi площ окремо взятих прямокутникiв мiнус площа перетину

(спiльної частини); якщо спiльної частини нема, площею перетину вважається 0.

(Це мiркування є частковим випадком принципу включень та виключень).

Щоб знайти перетин, можна (окремо для 𝑥, окремо для 𝑦) узяти максимiн

(максимум iз мiнiмумiв) i мiнiмакс (мiнiмум iз максимумiв). Наприклад:

max(𝑦min1, 𝑦min2)

min(𝑦max1, 𝑦max2)

max(𝑥min1, 𝑥min2)
min(𝑥max1, 𝑥max2) максимiн 𝑥=max(𝑥min 1⏟  ⏞  

=0

, 𝑥min 2⏟  ⏞  
=−2

) = 0;

мiнiмакс 𝑥=min(𝑥max 1⏟  ⏞  
=4

, 𝑥max 2⏟  ⏞  
=1

)= 1;

максимiн 𝑦=max(𝑦min 1⏟  ⏞  
=0

, 𝑦min 2⏟  ⏞  
=2

) = 2;

мiнiмакс 𝑦=min(𝑦max 1⏟  ⏞  
=3

, 𝑦max 2⏟  ⏞  
=4

) = 3.

Якщо в обох випадках (𝑥 та 𝑦) максимiн строго менший мiнiмакса, то

площа перетину ненульова i ї ї справдi треба вiдняти.

Асимптотична оцiнка — Θ(1). Реалiзацiя — ideone.com/naDNCA
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2-й спосiб (менш унiверсальний, але конкретно тут теж пра-

вильний). В умовi задано невеликi (як для комп’ютера) обмеження на зна-

чення координат. Це дає можливiсть перебрати всi «клiтинки» i для кожної з

них перевiрити, чи належить вона 1-му прямокутнику та чи належить 2-му. Ва-

жливо, що завдяки використанню операцiї or (С-подiбними мовами ||) можна

не розбиратися з випадками, i абсолютно не важливо, чи мають прямокутники

непорожнiй перетин, чи не мають. Iдея частково повторює згадану на стор. 38

(задача «Графiчний пароль»), але тут не треба нiчого (крiм вхiдних даних) за-

пам’ятовувати.

Реалiзацiя цього способу: ideone.com/BHOtpE Код навiть коротший i

простiший, нiж для першого способу. Але: якби дозволялися дробовi значення

координат, цей спосiб був би принципово неможливим; при цiлих координатах,

його асимптотична оцiнка —𝑂(𝑋 ·𝑌 ) (де𝑋 та 𝑌 — розмiри дiапазонiв можливих

значень координат), що немало.

Задача C. «Генератор паролiв — password»
Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек

Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

У генераторi паролiв закладена схема, яка за певними правилами утворює

паролi iз комбiнацiй цифр та великих лiтер англiйського алфавiту. Цифри та лi-

тери в паролi можуть розташовуватись лише за зростанням (для лiтер зростання

визначається алфавiтом). Паролi мiстять, як мiнiмум, один символ (лiтеру або

цифру). Якщо пароль мiстить i цифри, i лiтери, то цифри завжди йдуть пiсля

лiтер. Повторення символiв не допускається.

Наприклад: CH15 — коректний пароль, а OLYMPIAD — некоректний пароль

(оскiльки лiтери розташованi не в алфавiтному порядку).

Усi паролi генеруються послiдовно у виглядi впорядкованого списку. Якщо

два паролi мiстять рiзну кiлькiсть символiв, то першим iде пароль з меншою

кiлькiстю. Якщо декiлька паролiв мають однакову кiлькiсть символiв, то вони
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генеруються в алфавiтному порядку (при цьому лiтери вважаються меншими за

цифри).

Початок впорядкованого списку паролiв має наступний вигляд: A, B, . . . ,

Z, 0, 1, 2, . . . , 9, AB, AC, . . . , A9, BC, . . .

Завдання. Напишiть програму password, яка визначатиме 𝑛-ий пароль

у списку паролiв, який утворить генератор.

Вхiднi данi. Число 𝑛 (1 6 𝑛 6 1010).

Результати. Ваша програма має вивести 𝑛-ий пароль.

Приклади:

Вхiднi данi Результати

1 A

37 AB

Оцiнювання. Приблизно 50% балiв припадає на тести, в яких 𝑛6 50000.

Ще приблизно 25% — на тести, в яких 𝑛 6 107. Решта (приблизно 25%) — на

тести, в яких 109 6 𝑛 6 1010.

Примiтка. Англiйський алфавiт має вигляд A B C D E F G H I J K L M

N O P Q R S T U V W X Y Z. Лiтери алфавiту у таблицi ASCII йдуть поспiль,

пiд номерами вiд 65 (“A”) до 90 (“Z”). Зростаюча послiдовнiсть цифр 0 1 2 3 4

5 6 7 8 9 також неперервна у таблицi ASCII (але не поспiль з лiтерами). Цифри

йдуть пiд номерами вiд 48 (“0”) до 57 (“9”).

Розбiр задачi. Легенда задачi вiдiрвана вiд життя, цi правила не мають

нiчого спiльного з реальною генерацiєю паролiв. Тим не менш, будемо користу-

ватися термiнами «пароль» i «номер паролю», раз вони введенi в умовi.

Позбудемось окремих статусiв лiтер i цифр, перейшовши до

єдиного алфавiту. Правила про порядок можна спростити до таких:

1. будемо вважати алфавiтом A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K, L, M, N, O, P, Q, R, S,

T, U, V, W, X, Y, Z, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 (са́ме в такому порядку);

2. всере́динi кожного пароля (крiм 1-символьних), кожен наступний символ му-

сить бути строго бiльшим за попереднiй (згiдно алфавiту п. 1).

Правила порiвняння рiзних паролiв не мiняються (але примiтка «лiтери

меншi за цифри» тепер слiдує з «алфавiтного порядку»).
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Частковий розв’язок на 76 балiв (зi 100). Оскiльки в умовi сказа-

но, що досить багато балiв припадає на не дуже великi значення 𝑛, можна писати

перебiр, тобто дiйсно генерувати послiдовно 1-й, 2-й, . . . паролi аж до 𝑛-го. Ви-

являється, при цьому не дуже важко добитися, щоб генерувалися вiдразу лише

допустимi (згiдно з умовою задачi) паролi.

Розглянемо простiший випадок. Нехай потрiбно вивести послiдовно пари

(1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (2,3), (2,4), (2,5), (3,4), (3,5), (4,5), тобто пари з чисел

вiд 1 до 5, щоб 2-й елемент пари завжди був строго бiльшим за 1-й. Це можна

зробити за допомогою циклiв та if-а, як у лiвому стовпчику рис. 3. А можна,

як у правому, замiнити перевiрку 𝑖<𝑗 на задання лише потрiбного дiапазону.

for i:=1 to 5 do
for j:=1 to 5 do

if i < j then
writeln(i, ’, ’, j);

for i:=1 to 4 do
for j:=i+1 to 5 do
writeln(i, ’, ’, j);

Рис. 3. Два способи генерацiї однiєї послiдовностi пар

Для 2-х вкладених циклiв це дрiбна оптимiзацiя (≈ удвiчi). Але якщо за-

стосувати ту саму iдею до циклiв бiльшої вкладеностi, пришвидшення iстотне:

для п’яти вкладених циклiв ≈сотнi разiв, для десяти — ≈мiльйони. (Доведен-
ня потребу́є знань комбiнаторики, але не дуже глибоких, тож пропонується як

вправа. До того ж, писати програму можна й без доведення. . . )

Приклад такого розв’язку — ideone.com/Xg6sKT Це зовсiм не взiрець

красоти й лаконiчностi. У ньому легко допустити i важко шукати технiчнi по-

милки. Але вiн все ж набирає чимало балiв.

Повний (100%) розв’язок. Перш за все, загальна кiлькiсть 𝑘-сим-

вольних паролiв рiвна 𝐶(36, 𝑘), де 𝐶(𝑛, 𝑘), воно ж 𝐶𝑘
𝑛 — кiлькiсть сполучень

(рос. сочетания, англ. combinations) з 𝑛 по 𝑘. Це так, бо з 36 символiв вибираю-

ться 𝑘 рiзних, i однi й тi самi вибранi символи не можна переставляти мiсцями,

бо дозволений лише порядок за зростанням (у алфавiтi A, B, . . . , Z, 0, 1, . . . , 9).

Так що почнемо розв’язок з того, що взна́ємо довжину (кiлькiсть символiв)

шуканого пароля i його номер серед паролiв цiєї довжини.
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Наприклад, прочитали у вхiдних даних 2015.

� Кiль-ть 1-символьних паролiв 𝐶(36, 1)=36, 36<2015 — отже, у паролi бiльше

одного символу, й номер серед (бiльш-нiж-1)-символьних 2015− 36 = 1979.

� Кiль-ть 2-символьних паролiв 𝐶(36, 2)=630, 630<1979— отже, у паролi бiль-

ше двох символiв, i номер серед (бiльш-нiж-2)-символьних 1979− 630 = 1349.

� Кiль-ть 3-символьних паролiв 𝐶(36, 3)=7140, 7140>1349 — отже, пароль

3-символьний, i його номер серед 3-символьних рiвний 1349.

Узнавши довжину пароля та його номер серед паролiв вiдповiдної довжи-

ни, починаємо взнавати цей пароль символ за символом, злiва направо — на тiй

пiдставi, що для кожного можливого початку можна взнавати (засобами комбi-

наторики) кiлькiсть паролiв з таким початком i знову приймати рiшення, чи цей

початок треба пропустити (всi паролi з таким початком мають меншi номери),

чи використати (потрiбний номер якраз потрапляє у дiапазон).

Продовжимо аналiз того самого прикладу (вхiдний номер 2015, ранiше з’ясо-

вано, що його номер серед 3-символьних рiвний 1349).

� Кiль-ть 3-символьних паролiв, що починаються з A, рiвна 𝐶(35, 2) = 595, бо

продовження 2-символьне з 35 символiв (вiд B до 9). 1349 > 595 — отже, по-

чаток паролю не A, а якийсь подальший символ, i номер серед тих подальших

1349− 595 = 754.

� Кiль-ть 3-символьних паролiв, що починаються з B, рiвна 𝐶(34, 2) = 561, бо

продовження 2-символьне з 34 символiв (вiд C до 9). 754 > 561 — отже, по-

чаток паролю не B, а якийсь подальший символ, i номер серед тих подальших

754− 561 = 193.

� Кiль-ть 3-символьних паролiв, що починаються з C, рiвна 𝐶(33, 2) = 528, бо

продовження 2-символьне з 33 символiв (вiд D до 9). 193 6 528 — отже, поча-

ток паролю якраз-таки C, i його номер серед 3-символьних, що починаються

з C — теж 193.

Далi вiдбувається аналогiчний пiдбiр наступного символу:

� Кiль-ть 3-символьних паролiв, що починаються з “CD”, рiвна 𝐶(32, 1) = 32,

бо лишається дописати один символ, вiд E до 9. 193 > 32 — отже, 2-га
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лiтера не D, а якийсь подальший символ, i номер серед тих подальших

193− 32 = 161.

··· I так далi.

� Продовживши аналогiчнi мiркування, отримаємо, що шуканий пароль 16-

й серед тих, що починаються з “CJ”, а оскiльки пiсля J можуть iти лише

символи, починаючи з K, то цим 16-м буде Z.

! Остато́чно, 2015-й пароль має вигляд “CJZ”.

Данi пояснення займають багато мiсця, але це тому, що наведено приклад.

Правильна реалiзацiя даного комбiнаторного алгоритму працює дуже швидко,

вкладаючись у секунду з величезним запасом. Адже всього-то треба:

1. Познаходити 𝐶(𝑛, 𝑘), наприклад, усi зразу iз промiжку 06 𝑘6𝑛6 36 за до-

помогою трикутника Паскаля;

2. Знайти кiлькiсть символiв у паролi — вiднiмати циклом 𝐶(36, 1), 𝐶(36, 2), . . . ;

якби дiйшли до 𝐶(36, 36)), а номер пiсля усiх вiднiмань все ще лишався над-

то великим — це означало б, що пароля вказаних вигляду i номера взага-

лi не iснує. Але такого не буде, бо паролiв (236 − 1) все-таки бiльше, чим

𝑛61010. Значить — тут не бiльш як 36 порiвнянь та вiднiмань;

3. Для кожної позицiї (1-й символ, 2-й, . . . ) запустити цикл, щоб знайти конкре-

тне значення вiдповiдного символу — теж не багато, бо i позицiй, i значень

символiв не бiльше 36.

Вiд вираження асимптотичної оцiнки складностi алгоритму типовим чином

(через 𝑛 зi вхiдних даних) утримаємось, бо надто багато залежить вiд розмiру

алфавiту, а залежнiсть часу роботи вiд значення 𝑛 заплутана. Якби розмiр ал-

фавiту був змiнним (i при цьому не з’являлася «довга» арифметика), можна

було б говорити про час роботи 𝑂(𝐴2), де 𝐴 — розмiр алфавiту.

Задача D. «За́мок — castle»
Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: D1 — 1 с, D2 — 3 с

Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 128 мегабайтiв

Стародавнiй за́мок має прямокутну форму. Замок мiстить щонайменше

двi кiмнати. Пiдлогу замка можна умовно подiлити на 𝑀 × 𝑁 клiтин. Кожна
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така клiтинка мiстить «0» або «1», якi задають порожнi дiлянки та стiни замку

вiдповiдно.

Завдання. Напишiть програму castle, яка б знаходила кiлькiсть кiм-

нат у замку, площу найбiльшої кiмнати (яка вимiрюється кiлькiстю клiтинок)

та площу найбiльшої кiмнати, яку можна утворити шляхом видалення стiни або

її частини, тобто, замiнивши лише одну «1» на «0». Видаляти зовнiшнi стiни

заборонено.

Вхiднi данi. План замку задається у виглядi послiдовностi чи-

сел, по одному числу, яке характеризує кожну клiтинку. Перший рядок мi-

стить два цiлих числа 𝑀 та 𝑁 — кiлькiсть рядкiв та кiлькiсть стовпчикiв

(36𝑀61000, 36𝑁61000). 𝑀 наступних рядкiв мiстить по 𝑁 нулiв або оди-

ниць, що йдуть поспiль (без пробiлiв). Перший та останнiй рядок, а також пер-

ший та останнiй стовпчик формують зовнiшнi стiни замку i складаються лише з

одиниць.

Результати. Дана задача роздiлена в системi ejudge на двi пiдзадачi.

У пiдзадачi D1 треба здати програму, що знаходить кiлькiсть кiмнат та площу

найбiльшої кiмнати замку (по одному числу в рядку), у пiдзадачi D2 — площу

найбiльшої кiмнати, яка утвориться в разi видалення внутрiшньої стiни.

Приклади:

Вхiднi данi Результати (D1) Результати (D2)

6 8
11111111
10011001
10011001
11111001
10101001
11111111

4
8

10

9 12
111111111111
101001000001
111001011111
100101000001
100011111101
100001000101
111111010101
100000010001
111111111111

4
28

38
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Оцiнювання. Значна частина тестiв буде мiстити план замку з

кiмнатами лише прямокутної форми. Не менше половини тестiв такi, що

36𝑀620, 36𝑁650.

Розбiр задачi.

Як досить легко набрати частину балiв. Для самої лише пiдза-

дачi D1 i часткового випадку «всi кiмнати мають прямокутну форму»в якостi

розв’язку можна запропонувати програму ideone.com/HHr9a3 Вона спи-

рається на те, що у випадку прямокутностi кiмнат кожна кiмната однозна-

чно задається лiвим верхнiм кутом, а перевiряти, чи справдi клiтинка є та-

ким кутом, можна умовою (data[i][j]=’0’) and (data[i-1][j]=’1’) and

(data[i][j-1]=’1’), тобто сама клiтинка вiльна, а лiворуч i згори стiни.

Очевидно (в т. ч. з 2-го тесту з умови), що для «закручених» кiмнат це

може й не бути правдою. Але в умовi обiцяно значну частину тестiв з кiмнатами

прямокутної форми, тож при вiдсутностi кращих iдей можна написати хоча б

такий розв’язок. Вiн набирає 26 балiв (з 50 за усю D1, зi 100 за усю D).

Повний розв’язок пiдзадачi D1. Для вiдстеження (як завгодно «за-

кручених») кiмнат можна реалiзувати будь-який з алгоритмiв:

1. Пошук ушир (вiн же пошук у ширину); рос. поиск в ширину, англ. breadth

first search (BFS);

2. Пошук углиб (вiн же пошук у глибину); рос. поиск в глубину, англ. depth first

search (DFS);

3. Рiзноманiтнi алгоритми графiчної заливки (flood fill).

Усi цi алгоритми неважко знайти в Iнтернетi або в лiтературi самостiй-

но, й усi вони надто громiздкi, щоб пояснювати їх тут. I кожним iз них можна

реалiзувати задачу зi складнiстю Θ(𝑁 ·𝑀). Тiльки для цього треба:

1. Просто перебирати усi клiтинки за́мку, i щоразу, знайшовши 0, запускати

BFS/DFS/заливку, щоб повнiстю видiлити вiдповiдну кiмнату, позамiнявши

її нулi на iншi значення, та обчислити її розмiр.
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2. Забезпечити, щоб кожен такий виклик BFS/DFS/заливки, котрому вказує-

ться, починаючи звiдки дослiдити кiмнату, працював за час, пропорцiйний

розмiру цiєї кiмнати, а не усього замку.

Часто вважають, що в такiй ситуацiї найпростiшою є рекурсивна реалiзацiя

пошуку вглиб. Частково це правда, особливо якщо писати мовою Pascal, де чергу

(потрiбну для пошуку вшир) треба реалiзовувати самому, а механiзм рекурсiї є

готовий. Але рекурсивний пошук углиб має потенцiйний недолiк: пам’ятi, потрi-

бної для зберiгання рекурсiї у програмному стековi, може бути набагато менше,

нiж пам’ятi взагалi. Як наслiдок, рекурсивна реалiзацiя DFS може завершуватися

аварiйно по причинi нестачi пам’ятi — навiть при фактичних витратах пам’ятi,

менших, нiж у пошуку вшир або заливцi. Стекова пам’ять видiляється окремо,

її може бути значно менше, й коли вона закiнчилася, наявнiсть iншої вiльної

пам’ятi рекурсiї не допомагає.

А може бути й iнакше. I залежить це вiд налаштувань компiлятора (керува-

ння якими доступне програмiсту пiд час «нормальної» роботи, але, як правило,

не доступне учаснику олiмпiади). Конкретно на цiй обласнiй олiмпiадi було за-

безпечено досить великий розмiр програмного стеку, тому можна було писати

рекурсивний DFS i не мати проблем; але бiда в тому, що при iнших налаштува-

ннях компiлятора проблеми цiлком можливi.

До речi, вiдокремленiсть стекової пам’ятi вiд iнших видiв пам’ятi пояснює

також наступну ситуацiю. Буває, що програма благополучно працює з великим

глобальним масивом, а по смислу той масив потрiбен лише всере́динi деякої

пiдпрограми (не обов’язково рекурсивної). Природня спроба «сховати» цей ма-

сив вiд решти програми, зробивши його локальним, може призводити до ава-

рiйних завершень модифiкованої програми, са́ме через нестачу стекової пам’ятi

(stack overflow error). Автори збiрника нi в якому разi не заклика́ють робити

глобальними усi змiннi! Змiннi, потрiбнi лише у пiдпрограмi, правильно роби-

ти локальними. Але для великих масивiв фiксованих (не динамiчних) розмiрiв

доводиться робити виключення з цього правила.
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Пiдзадача D2. Частину балiв (орiєнтовно до 20 з 50) можна отримати,

розв’язуючи пiдзадачу D1 багатократно (для абсолютно кожної «1» у внутрiшнiй

стiнi, замiнимо її на «0» i заново розв’яжемо D1; серед усiх таких вiдповiдей

виберемо максимальну). Але такий алгоритм має складнiсть 𝑂(𝑀 2·𝑁 2), тож

нiя́к не може бути ефективним розв’язком для 𝑀≈𝑁≈1000.

Перепишемо програму-розв’язок пiдзадачi D1 так, щоб при пiдрахунку

кiлькостей та розмiрiв кiмнати не просто видiлялися, а рiзнi кiмнати видiля-

лися рiзними значеннями (а клiтинки однiєї кiмнати — однаковими). Якщо це

робити прямо у масивi з позначками «0 — прохiд, 1 — стiна», видiляючи кiмнати

позначками 2, 3, 4, . . . , може вийти, наприклад, так:

Вхiднi данi Видiленi кiмнати Масив з розмiрами кiмнат

9 12
111111111111
101001000001
111001011111
100101000001
100011111101
100001000101
111111010101
100000010001
111111111111

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 1 3 3 1 4 4 4 4 4 1
1 1 1 3 3 1 4 1 1 1 1 1
1 5 5 1 3 1 4 4 4 4 4 1
1 5 5 5 1 1 1 1 1 1 4 1
1 5 5 5 5 1 4 4 4 1 4 1
1 1 1 1 1 1 4 1 4 1 4 1
1 4 4 4 4 4 4 1 4 4 4 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

iндекс . . . 2 3 4 5

значення . . . 1 5 28 9

Якщо при цьому ще й зберiгати розмiри кiмнат у масивi (так, щоб iнде-

ксами масиву були тi самi чи́сла, якими позначено кiмнати), то для визначення,

яка вийде площа кiмнати пiсля руйнування деякої стiни, можна просто додати

до одинички (площi самої зруйнованої стiни) площi кiмнат-сусiдiв. Тому перебiр

усiх можливих «1» (у внутрiшнiх стiнах) можна залишити, бо тепер для кожної

такої «1» треба робити значно менше дiй.

Здається «логiчним» (i приклади з умови це «пiдтверджують»), нiби ма-

ксимальна кiмната буде утворена за рахунок об’єднання двох кiмнат. Але на-

справдi це лише поширений випадок, а не обов’язкова властивiсть: замiсть 2-х

може бути будь-яке число вiд 1 до 4 (див. приклади). Тому краще, не роблячи

необґрунтованих припущень, акуратно реалiзувати для кожної не зовнiшньої «1»

перегляд усiх сусiдiв-кiмнат, додаючи площi усiх рiзних.
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Тест №9. Бiльшiсть внутрiшнiх стiн «товстi»,

тож вилучення однiєї «1» зазвичай не призводить до

з’єднання кiмнат. А в тому єдиному мiсцi, де призво-

дить (2-й знизу рядок) — утворюється кiмната пло-

щею 2+1+1=4. Набагато бiльшу площу 44+1=

=45 можна отримати, зруйнувавши будь-яку (не зов-

нiшню) стiну кiмнати площi 44, утворивши «нiшу» за-

мiсть «проходу».

13 25
1111111111111111111111111
1000000110000110000110001
1000000110000110000110001
1000000110000110000110001
1000000110000110000110001
1000000110000111111110001
1000000110000111111110001
1111111110000110000110001
1111111110000110000110001
1000000110000111111110001
1000000110000111111110001
1000000110000110010110001
1111111111111111111111111

Тест №16 (лiвiший з двох прикладiв). Руйну-

вання однiєї «1» по центру призводить до з’єднання

вiдразу чотирьох кiмнат. Переконавшись у можли-

востi такої ситуацiї, легко уявити i вхiднi данi правi-

шого з двох прикладiв, де рiзнi сусiди центральної

одинички до того ж ще й з’єднанi в одну кiмнату,

але десь далеко.

9 11
11111111111
10011011001
11001010011
11101010111
10100100101
11101010111
11001010011
10011011001
11111111111

9 11
11111111111
10011011001
11000010011
11101010111
10100100101
11101010111
11001010011
10011011001
11111111111

Отже — акуратно реалiзувати для кожної не зовнiшньої «1» перегляд усiх

сусiдiв-кiмнат, додаючи площi усiх рiзних.

Складнiсть цього алгоритму тежΘ(𝑁 ·𝑀). Але отой константний множник,

яким нехтують у асимптотичних позначеннях, значно бiльший.

3.7 Обласна iнтернет-олiмпiада 2015/16 н. р.

Задачi доступнi для дорiшування (ejudge.ckipo.edu.ua, змагання №12).

Задача A. «Високоснi роки»
Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек

Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Сучасний григорiанський календар дiє, починаючи з п’ятницi 15 жовтня

(октября) 1582 року. Вiн вiдрiзняється вiд попереднього юлiанського трохи скла-

днiшим, але зате й бiльш точним правилом визначення, якi роки високоснi (мi-
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стять дату 29 лютого (февраля)), а якi нi. У юлiанському правило було дуже

просте: якщо номер року кратний 4 (iншими словами, дiлиться на 4 без остачi),

то лютий мiстить 29 днiв, а якщо не кратний, то 28 днiв. Але Земля обертається

навколо Сонця за приблизно 365,242 доби, а не 365,250 рiвно, що й призвело

до накопичення похибки (10 днiв за 1500 рокiв). Тому правило визначення, чи

високосний рiк, у сучасному григорiанському календарi таке: “Високосним є

кожен четвертий рiк, за винятком рокiв, номер яких дiлиться без

залишку на 100, але не дiлиться без залишку на 400.” . Зокрема, 1700,

1800 i 1900 роки були не високосними за григорiанським календарем (хоч i ви-

сокосними за юлiанським). Але 1600 i 2000 роки були високосними за обома

календарями. Так i вийшло, що рiзниця мiж цими календарями, яка у XVI ст.

складала 10 днiв, наразi становить 13 днiв.

Напишiть програму, яка читатиме номер року i визначатиме, чи високо-

сний цей рiк за кожним iз цих календарiв.

Вхiднi данi. Єдине цiле число, у промiжку 15836𝑦64321 — номер року.

Результати. Виведiть у першому рядку або єдине слово “YES”, якщо рiк

високосний за григорiанським календарем, або єдине слово “NO”, якщо не високо-

сний. Другий рядок теж має мiстити єдине слово “YES”, або “NO”, з аналогiчним

смислом, але для юлiанського календаря. Важливо, щоб слова “YES” та/або “NO”

були написанi великими латинськими лiтерами, без лапок.

Приклади:

Вхiднi данi Результати

2015 NO
NO

2012 YES
YES

Вхiднi данi Результати

2000 YES
YES

1900 NO
YES

Розбiр задачi. З юлiанським (старим) календарем усе дуже просто:

if year mod 4 = 0 then writeln(’YES’) else writeln(’NO’).

З григорiанським (новим) трохи складнiше, але потребує лише акуратно-

стi, без придумок. Буквально слiдуючи умовi задачi, можна отримати таке: if

(year mod 4 = 0) and ((year mod 100 <> 0) or (year mod 400 = 0))

then writeln(’YES’) else writeln(’NO’). Iнший бiльш-менш зручний спо-

сiб — спочатку, якщо рiк взагалi не кратний 4, то не високосний; iнакше, якщо
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кратний 400, то високосний; iнакше, якщо кратний 100, то не високосний (випа-

док кратностi 400 вже розглянутий в iншiй гiлцi); iнакше, високосний (i взагалi

не кратнi 4, i особливi випадки вже розглянутi ранiше).

Можна i не писати перевiрку високосностi за григорiанським календа-

рем самому, а використати бiблiотечну. Наприклад, мовою FreePascal є фун-

кцiя IsLeapYear; мовою Java — метод isLeapYear класу GregorianCalendar.

Чи завжди можна використовувати на олiмпiадi бiблiотечнi засоби замiсть

писати сам(ому/iй)? Якщо бiблiотека не стандартна — мабуть, нi (додавати бi-

блiотеки на сервер на прохання учасника якось не прийнято). Крiм того, на ло-

кальному комп’ютерi, де пише учасник, i на серверi, де вiдбувається перевiрка,

можливi вiдмiнностi у перелiку бiблiотек, що вважаються стандартними, та/або

у версiях компiлятора. Тут лишається тiльки або знати конкретнi факти (якi

бiблiотеки в яких версiях є), або питати в журi, або пробувати (якщо багатокра-

тна вiдправка розв’язкiв дозволена, можна витратити кiлька спроб, щоб узнати,

чи працює на серверi програма з використанням бажаної бiблiотеки — навiть

не написавши розв’язок повнiстю, дивитися, чи виходить вердикт «Помилка

компiляцiї», чи «Неправильна вiдповiдь», тощо).

Задача B. «Фасування олiї»
Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек

Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

На виробництвi по переробцi насiння в день виробляють 𝑁 лiтрiв олiї. Для

її фасування використовують тару об’ємом 1, 2, 3, 4, 5, 6 лiтрiв.

Напишiть програму oil, яка б давала можливiсть з’ясувати, яку мiнiмаль-

ну кiлькiсть тари необхiдно для фасування.

Вхiднi данi. Єдине цiле число 𝑁 — кiлькiсть лiтрiв олiї.

Результати. Програма повинна вивести єдине цiле число — мiнiмальну

кiлькiсть тари.

Приклади:

Вхiднi данi Результати

7 2

12 2

19 4
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Розбiр задачi. Завдяки тому, що в перелiку об’ємiв тари є всi пiд-

ряд об’єми 1, 2, 3, 4, 5 та 6 л, справделиво, що завжди можна використати

N div 6 штук якнайбiльших 6-лiтрових пляшок, а решту (якщо така є, тобто

якщо N mod 6 > 0) розмiстити у ще одну, останню, пляшку. Ще меншої кiль-

костi пляшок точно не достатньо, бо сумарний об’єм меншої кiлькостi пляшок

точно був би строго меншим потрiбного.

Тобто, вiдповiдь можна виразити як res:=N div 6; if N mod 6>0 then

inc(res), або навiть одним виразом ⌈𝑁/6⌉ (тобто 𝑁/6, заокруглене догори) —

це може бути записано як (N+5) div 6 (Pascal) чи ceil(N/6.0) (C/C++).

Насамкiнець, якби у перелiку об’ємiв були не всi пiдряд числа вiд 1 до 6,

а лише деякi, жадiбний алгоритм «взяти якнайбiльшу кiлькiсть якнайбiльших

пляшок» мiг би виявитися i неправильним (наприклад: якби iснували лише пля-

шки 1, 5 та 6 л, i пофасувати треба було би 16 л, то оптимальний спосiб 6+5+5

отримувався б всупереч згаданiй жадiбнiй iдеї).

Задача C. «Нестандартне рiвняння»
Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек

Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Напишiть програму, яка шукатиме (шляхом перебору) кiлькiсть розв’язкiв

на промiжку [𝑎; 𝑏] рiвняння
𝑘 × 𝑓(𝑛) = 𝑛,

де 𝑓(𝑛) — сума квадратiв цифр у десятковому записi числа 𝑛.

Вхiднi данi. Єдиний рядок мiстить три роздiлених пробiлами цiлi чи-

сла, у порядку k a b. Гарантовано 𝑎6𝑏, а також, що усi цi числа не меншi 1 й

не бiльшi 1018.

Результати. Програма повинна вивести єдине число — кiлькiсть таких

𝑛 з промiжку 𝑎6𝑛6𝑏, що задовольняють рiвняння.

Приклади:
Вхiднi данi Результати

51 5000 10000 3
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Примiтки. Цими трьома розв’язками є 7293, 7854 та 7905. Напри-

клад, 7293 є розв’язком, бо 51× (72 + 22 + 92 + 32)= 51× (49 + 4 + 81 + 9)=

=51× 143=7293.

Але нiчого цього виводити не треба, треба лише кiлькiсть розв’язкiв.

Розбiр задачi. Таке «рiвняння» не має стандартних аналiтичних засо-

бiв розв’язання, тож справдi треба якось перебирати рiзнi потенцiйно можливi

варiанти й перевiряти, якi з них дають розв’язок. Але перебiр «в лоб» (для ко-

жного 𝑛 вiд 𝑎 до 𝑏 рахувати суму квадратiв цифр i перевiряти виконання чи

не виконання «рiвняння») надто довгий, аж до 1018 iтерацiй (час роботи —

багато рокiв). Тому, перебiр треба суттєво оптимiзувати. Помiтимо такi факти:

1. Для виконання 𝑘 × 𝑓(𝑛) = 𝑛, число 𝑛 мусить бути кратним 𝑘, тож можна

зразу перебирати лише тi чи́сла вiд 𝑎 до 𝑏, якi кратнi 𝑘 (у цiєї iдеї є дещо

частково спiльне з iдеями зi стор. 35 та 60. . . ).

2. На всьому промiжку до 1018 найбiльшу суму квадратiв цифр має 99 . . . 9⏟  ⏞  
18 штук

, тому

для всiх 𝑛 виконується 𝑓(𝑛)6 18×92=1458.

Тобто, перебiр можна почати з найменшого 𝑛, одночасно кратного 𝑘 i бiль-

шого або рiвного 𝑎, i продовжувати, збiльшуючи щоразу на 𝑘, доки не виявиться

бiльшим 𝑏 або бiльшим 1548×𝑘. Очевидно, такий цикл повторюватиметься нiяк

не бiльше 1548 разiв, що для комп’ютера зовсiм мало. Лишається тiльки реалi-

зувати все це акуратно, щоб не було проблем нi з переповненнями типу int64

(long long), нi з похибками (якщо використовувати для промiжних обчислень

типи з плаваючою точкою). Наприклад, ideone.com/PCj7qR

Задача D. «П’ять недiль у мiсяцi»
Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек

Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Для сучасного григорiанського календаря (деякi маловiдомi його деталi

наведенi у задачi A), порахуйте, якi з мiсяцiв уведеного року мiстять аж 5 недiль

(як днiв тижня; рос. воскресений, англ. sundays).
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Вхiднi данi. Єдине цiле число, у промiжку 15836𝑦64321 — номер року.

Результати. Роздiленi пробiлами номери мiсяцiв, що мiстять по 5 недiль,

обов’язково у порядку зростання. “Номери мiсяцiв” слiд розумiти так: сiчень

(январь) — 1, лютий (февраль) — 2, i так далi, грудень (декабрь) — 12. Вказувати

кiлькiсть таких мiсяцiв не треба.

Приклади:

Вхiднi данi Результати

2015 3 5 8 11

2012 1 4 7 9 12

Вхiднi данi Результати

2000 1 4 7 10 12

1900 4 7 9 12

Примiтки. Зокрема, у першому з прикладiв стверджується, що у 2015

роцi є чотири таких мiсяцi: березень (март), травень (май), серпень (август),

листопад (ноябрь).

Для пiдтвердження, що це справдi так, а також для загальної довiдкової

iнформацiї, наведемо повний календар на 2015 рiк:

Сiчень Лютий Березень Квiтень Травень Червень

5 12 19 26 2 9 16 23 2 9 16 23 30 6 13 20 27 4 11 18 25 1 8 15 22 29

6 13 20 27 3 10 17 24 3 10 17 24 31 7 14 21 28 5 12 19 26 2 9 16 23 30

7 14 21 28 4 11 18 25 4 11 18 25 1 8 15 22 29 6 13 20 27 3 10 17 24

1 8 15 22 29 5 12 19 26 5 12 19 26 2 9 16 23 30 7 14 21 28 4 11 18 25

2 9 16 23 30 6 13 20 27 6 13 20 27 3 10 17 24 1 8 15 22 29 5 12 19 26

3 10 17 24 31 7 14 21 28 7 14 21 28 4 11 18 25 2 9 16 23 30 6 13 20 27

4 11 18 25 1 8 15 22 1 8 15 22 29 5 12 19 26 3 10 17 24 31 7 14 21 28

Липень Серпень Вересень Жовтень Листопад Грудень

6 13 20 27 3 10 17 24 31 7 14 21 28 5 12 19 26 2 9 16 23 30 7 14 21 28

7 14 21 28 4 11 18 25 1 8 15 22 29 6 13 20 27 3 10 17 24 1 8 15 22 29

1 8 15 22 29 5 12 19 26 2 9 16 23 30 7 14 21 28 4 11 18 25 2 9 16 23 30

2 9 16 23 30 6 13 20 27 3 10 17 24 1 8 15 22 29 5 12 19 26 3 10 17 24 31

3 10 17 24 31 7 14 21 28 4 11 18 25 2 9 16 23 30 6 13 20 27 4 11 18 25

4 11 18 25 1 8 15 22 29 5 12 19 26 3 10 17 24 31 7 14 21 28 5 12 19 26

5 12 19 26 2 9 16 23 30 6 13 20 27 4 11 18 25 1 8 15 22 29 6 13 20 27

Розбiр задачi. Тут ще iстотнiше, нiж у задачi A, що можна або реалi-

зовувати все самостiйно, або використати бiблiотечнi засоби.

Cамостiйна реалiзацiя. Можна використати (згаданий в умовi зада-

чi A) факт, що 15.10.1582 було п’ятницею, отже 01.01.1583 — субота (наприклад,
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по наданому в умовi даної задачi календарю можна пiдрахувати, що 1 сiчня на-

ступного року припадає на наступний пiсля 15 жовтня день тижня).

Ще можна згадати (чи побачити у наведеному календарi), що не високо-

сний рiк мiстить цiлу кiлькiсть тижнiв + 1 день. Вiдповiдно, високосний — цiлу

кiлькiсть тижнiв + 2 днi. Отже:

01.01.1584 недiля (01.01.1583 субота+1)

01.01.1585 вiвторок (01.01.1584 недiля+2, бо 1584 рiк високосний)

01.01.1586 середа (01.01.1585 вiвторок+1)

01.01.1587 четвер (01.01.1586 середа+1)

01.01.1588 п’ятниця (01.01.1587 четвер+1)

01.01.1589 недiля (01.01.1588 п’ятниця+2, бо 1588 рiк високосний)
... ... ...

Значить, можна перебрати усi роки вiд 1583 по 𝑦−1 (де 𝑦 — рiк зi вхiдних

даних; кiлька тисяч iтерацiй — для комп’ютера зовсiм не багато) i щоразу до-

давати 1 чи 2, користуючись правильною перевiркою високосностi з задачi A.

Так узна́ємо, яким днем тижня починається потрiбний рiк 𝑦.

Тепер можна, наприклад, послiдовно перебрати усi днi цього року, як у

ideone.com/m71JWc Можна i трохи оптимiзувати, перебираючи лише мiсяцi

(а не днi), як у ideone.com/gnuUXY Але раз ранiше перебирали роки (можливо,

кiлька тисяч), виграш не буде справдi помiтним. Ще, можна замiсть функцiї

daysInMonth тримати масив кiлькостей днiв (31, 28, 31, 30, 31, 30, 31,

31, 30, 31, 30, 31) (у випадку високосностi року 28 мiняється на 29). I так

далi — у цiй задачi взагалi багато правильних рiзновидiв розв’язку. . .

Розв’язки, що iстотно спираються на бiблiотечнi засоби. Вони

iстотно залежать вiд конкретних бiблiотек та конкретної мови програмування,

тож нема сенсу займати тут багато мiсця описами цих бiблiотек. Наведемо ли-

ше приклади: ideone.com/2jLmH1 (Delphi чи FreePascal), ideone.com/X9xo5s

(Java), а описи вiдповiдних бiблiотек пропонуємо знайти в Iнтернетi самостiйно.

Див. також зауваження наприкiнцi пояснень до задачi A даного змагання.
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3.8 II (районний/мiський) етап 2015/16 н. р.

Задачi доступнi для дорiшування (ejudge.ckipo.edu.ua, змагання № 51).

Задача A. «Купе»
Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек

Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Купейний вагон мiстить 36 пасажирських мiсць — 9 купе по 4 мiсця у ко-

жному. Половина серед цих мiсць нижнi, решта — верхнi. На рисунку наведено

схему розмiщення мiсць 1, 2, 3, 4 у купе №1. Купе №2 мiстить аналогiчно роз-

мiщенi мiсця 5, 6, 7, 8, i так далi, до купе №9, яке мiстить аналогiчно розмiщенi

мiсця 33, 34, 35, 36.

Напишiть програму, яка, прочитавши номери двох

рiзних мiсць одного купейного вагону, визначатиме:

1. чи в одному й тому ж купе розмiщенi цi мiсця;

2. верхнє чи нижнє перше з цих мiсць;

3. верхнє чи нижнє друге з цих мiсць.

Вхiднi данi. Два числа 𝑝1 𝑝2 у одному рядку, роздiленi одним пропуском

(пробiлом). Гарантовано виконуються обмеження 16𝑝1636, 16𝑝2636, 𝑝1 ̸=𝑝2.

Результати. Перший рядок повинен мiстити або єдине слово NO (якщо

мiсця у рiзних купе), або слово YES i пiсля нього через пробiл номер того купе,

в якому розмiщенi обидва цi мiсця. Другий рядок повинен мiстити або єдине

слово LOW (якщо перше з уведених мiсць нижнє), або єдине слово HIGH (якщо

верхнє). Третiй рядок теж повинен мiстити або слово LOW, або слово HIGH, але

стосовно другого з уведених мiсць.

Приклади:

Вхiднi данi Результати

2 3 YES 1
HIGH
LOW

Вхiднi данi Результати

23 17 NO
LOW
LOW

Примiтка. Перевiрте правильнiсть написання у Вашiй програмi слiв YES,

NO, LOW, HIGH (ВЕЛИКИМИ латинськими лiтерами). Автоматична перевiряюча

система зараховує вiдповiдь, лише коли вона правильна буква-в-букву.
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Розбiр задачi. Для пошуку першого рядка вiдповiдi слiд реалiзувати

код, що знаходить номер купе за номером мiсця, й порiвняти результати для двох

введених мiсць. Для такого визначення може пiдiйти формула (p+3) div 4, де

div — цiлочисельне дiлення. Для мов програмування, де є стандартна функцiя

заокруглення вгору (зазвичай називається ceil), можливий трохи природнiший

пiдхiд: подiлити на 4 з отриманням дробового результату, потiм заокруглити

вгору. Наприклад, це може мати вигляд (int)(ceil(p/4.0)) (C/C++).

Легко бачити, що верхнiми є мiсця́ з непарними номерами, нижнiми —

з па́рними. Тобто, якщо залишок вiд дiлення на 2 (Pascal — p mod 2, C/C++ —

p%2) рiвний 0, то мiсце верхнє, якщо 1 — нижнє. Можливi й iншi способи пере-

вiрки парностi, зокрема: Pascal — if odd(p) then..., C/C++ — if(p&1)...

(обидва дають true при непарному p, деталi знайдiть самостiйно).

Складнiсть усього разом узятого алгоритму очевидно Θ(1).

У ideone.com/0iknfP визначення номера купе i виведення LOW/HIGH

оформленi як пiдпрограми. Це не обов’язково, але дозволяє уникнути деяких

прикрих помилок, як-то «помили́вся у формулi визначення номера купе, скопi-

ював неправильну, потiм для одного з мiсць виправив, а для iншого забув». Тому,

винесення таких дiй у пiдпрограми вважається правильним стилем i прикладом

т. зв. «повторного використання коду» (code reusing).

Задача B. «Гра»
Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек

Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

В дитячiй грi по колу розташованi кульки, кожна

з них має номер вiд 1 до𝑁 (16𝑁6100). По черзi з кола

забирають кожну 𝐾-ту кульку. Це вiдбувається до тих

пiр, поки в колi не залишиться остання кулька. Напи-

шiть програму game, яка б визначала номер останньої

кульки, шо залишилась. При вхiдних даних 7 3 кульки

забираються у послiдовностi №3, №6, №2, №7, №5, №1.
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Вхiднi данi. 𝑁 , 𝐾.

Результати. Номер кульки, що залишилась.

Приклад:
Вхiднi данi Результати

7 3 4

Розбiр задачi. Наголосимо, що приклад з умови «№3, №6, №2, №7, №5,

№1» якраз вiдповiдає описаним словами правилам:

� Маємо («закручену» в коло) послiдовнiсть 1 2 3 4 5 6 7. Рахуємо, починаючи

з №1, доки не дiйдемо до 3, тобто кажемо «1» на №1, «2» на №2, «3» на

№3. Значить, прибрати з кола слiд кульку №3.

� Маємо («закручену») послiдовнiсть 1 2 4 5 6 7, i обрахунки починаються

з кульки №4 (наступної пiсля щойно прибраної кульки №3). Тобто, кажемо

«1» на №4, «2» на №5, «3» на №6, i прибираємо з кола кульку №6.

� «Закручена» послiдовнiсть 1 2 4 5 7, починаємо з кульки №7 — кажемо «1»

на №7, «2» на №1, «3» на №2, i прибираємо кульку №2.

� «Закручена» послiдовнiсть 1 4 5 7, починаємо з кульки №4 — кажемо «1»

на №4, «2» на №5, «3» на №7, i прибираємо кульку №7.

� «Закручена» послiдовнiсть 1 4 5, починаємо з кульки №1 — кажемо «1» на

№1, «2» на №4, «3» на №5, i прибираємо кульку №5.

� «Закручена» послiдовнiсть 1 4, починаємо з кульки №1 — кажемо «1» на

№1, «2» на №4, «3» на №1 i прибираємо кульку №1.

Лишається єдина кулька №4, вона й буде вiдповiддю.

На жаль, чимало учасникiв це не зрозумiли. Зокрема, кiлька учасникiв стверджу-

вали, нiби кульки мають забиратися у порядку «№3, №6, №2, №5, №1, №4, №7».

Хоча це протирiчить тому, що кульки забирають з кола. Кiнець кiнцем, приклад

для того i наданий, щоб учасники могли звiрити з ним правильнiсть свого розу-

мiння задачi. Автори задачi та журi (принаймнi, мiське по м. Черкаси) вважають,

що з урахуванням всього цього нiякої неоднозначностi умови нема.

Щодо власне розв’язку — при 𝑛6100 годиться який-небудь спосiб «у лоб».

Наприклад, пiдтримувати масив iз номерами ще не забраних ку́льок, якось так:
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1. Заповнити масив як for i:=1 to n do who[i]:=i та встановити поточну

позицiю на початковий iндекс 1;

2. 𝑛−1 раз повторити такi дiї:

(a) обчислити, яка позицiя знаходиться на 𝑘−1 правiше поточної (з урахуван-

ням «закiльцованостi» послiдовностi), i перейти туди;

(b) видалити елемент у поточнiй позицiї (зi зсувом «хвоста»).

Повторювати треба 𝑛−1 раз, бо один останнiй елемент лишається. Змiню-

вати позицiю вiд поточної треба на 𝑘−1, бо сама поточна — вже або перша, а не

нульова́ (на першiй iтерацiї циклу), або перша пiсля щойно видаленої (на подаль-

ших iтерацiях), тож 1 з 𝑘 вже враховано, лишається 𝑘−1.

Приклади реалiзацiї щойно наведеного алгоритму можна бачити за поси-

ланнями ideone.com/sRGzzS (Pascal) та ideone.com/0tr18C (C++ з активним

використанням STL). Складнiсть такого алгоритму становить 𝑂(𝑛2) (кожен зсув

потребує 𝑂(𝑛) дiй), що для 16𝑛6100 цiлком прийнятно (навiть «iз запасом»).

Є й iншi бiльш-менш простi способи, прийнятнi при 𝑛6100. Наприклад, при

вилученнi кульки можна не зсовувати хвiст масиву, а ставити якесь спецiальне

число (наприклад, –1), яке позначало б «видалено». Але тодi, щоб знайти число,

яке видалятимуть наступним, треба послiдовно перебирати елементи масива,

вiдраховуючи 𝑘 ще не видалених i пропускаючи вже видаленi.

Для загального розвитку корисно знати, що для цiєї задачi вiдомi й ефе-

ктивнiшi алгоритми (що могло б бути актуальним, якби 𝑛 було не до 100, а, на-

приклад, до 105 чи до 106). Їх можна знайти за ключовими словами «задача

Йосипа Флавiя» (рос. «задача Иосифа Флавия», англ. «Josephus problem») —

адже саме так насправдi й називається ця задача.

Задача C. «Сучасне мистецтво»
Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек

Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 64 мегабайти

Галерея готує показ творiв сучасного мистецтва кiлькох митцiв i розглядає

рiзнi шляхи оформлення виставки. Так як це сучасне мистецтво, всi твори одного
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художника мало чим вiдрiзняються один вiд одного.

Наприклад, припустимо, що є один твiр митця А, два твори митця В i один

твiр митця С. Тодi є 12 рiзних шляхiв оформити виставку в галереї:

1. ABBC

2. ABCB

3. ACBB

4. BABC

5. BACB

6. BBAC

7. BBCA

8. BCAB

9. BCBA

10. CABB

11. CBAB

12. CBBA

Список приведений в алфавiтному порядку.

Напишiть програму, що визначає 𝑛-ий спосiб оформлення виставки, вра-

ховуючи що всi способи слiдують в алфавiтному порядку.

Ваша програма приймає на вхiд 5 цiлих чисел: 𝑎, 𝑏, 𝑐 i 𝑑 (кожне вiд 0

до 5 включно), що визначають кiлькiсть робiт митцiв A, B, C i D вiдповiдно, i

останнє число 𝑛 (16𝑛6234) — 𝑛-ий спосiб оформлення виставки. Гарантується,

що хоча б один митець виставляє свою роботу в галереї. Також гарантується,

що 𝑛 не перевищує загальної кiлькостi способiв.

Як результат ваша програма має вивести рядок (iз лiтер A, B, C, D), що

визначає 𝑛-ий спосiб оформлення виставки.

Приклад:
Вхiднi данi Результати

1 2 1 0 8 BCAB

Розбiр задачi. Задача має багато спiльного з задачею С «Генератор

паролiв — password» III (обласного) етапу 2014/15 н. р. (стор. 58–62). А са́ме,

тут теж варто знайти, скiльки всього можливих послiдовностей починається з ‘A’

i або побачити, що задане у вхiдних даних 𝑛 6 цiєї кiлькостi (тодi послiдовнiсть-

вiдповiдь починається з ‘A’ i продовжити пiдбирати лiтери на подальших позицi-

ях), або, у протилежному випадку, вiдняти з заданого у вхiдних даних 𝑛 кiлькiсть

цих послiдовностей (що починаються з ‘A’) i зробити те са́ме щодо послiдовно-

стей, що починаються з ‘B’, ‘C’, ‘D’.

Тож треба з’ясувати, як знаходити кiлькiсть послiдовностей, якi починаю-

ться з такої-то послiдовностi лiтер (i тому вiдомо, з яких лiтер у яких кiлькостях

складаються). Такi виборки (усi елементи розставляють усiма можливими по-

рядками, не змiнюючи власне набiр цих елементiв) називають перестановками
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(англ. permutations). Якщо у наборi елементiв, якi переставляють, є однаковi

(наприклад, “ABCB”, причому, якщо обмiняти мiсцями одне ‘B’ з iншим ‘B’, це

вважатиметься тим самим способом), то виборки називають перестановками

з повтореннями. Просимо знайти у лiтературi чи Iнтернетi доведення, що кiль-

кiсть перестановок з повтореннями може бути виражена як

𝑃 (𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑛) =
(𝑘1 + 𝑘2 + · · ·+ 𝑘𝑛)!

𝑘1! · 𝑘2! · . . . · 𝑘𝑛!
,

де “!” означає факторiал, 𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑛 — кiлькостi елементiв кожного типу. В цiй

задачi, формула набуває вигляду 𝑃 (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) =
(𝑎+ 𝑏+ 𝑐+ 𝑑)!

𝑎! · 𝑏! · 𝑐! · 𝑑!
. (При розв’язу-

ваннi задачi доведення не потрiбне, достатньо знати формулу; але доведення

i допомагає її запам’ятати, i може бути корисним у iнших ситуацiях.)

Лишається тiльки поєднати розглянутi мiркування. Зробiть це самостiйно.

А для контролю правильностi розглянемо приклад 𝑎=1, 𝑏=2, 𝑐=3, 𝑑=4, 𝑛=2015.

При початку на ‘A’, можливих продовжень є 𝑃 (0, 2, 3, 4), бо якщо взяти на

першу позицiю ‘A’, на подальшi позицiї не лишається жодної ‘A’, 𝑏=2 штук ‘B’,

𝑐=3 штук ‘C’, 𝑑=4 штук ‘D’.
(0 + 2 + 3 + 4)!

0! · 2! · 3! · 4!
= 1260< 2015, тобто шукана вибор-

ка починається не на ‘A’, а на одну з подальших лiтер, i номер шуканої виборки

серед тих подальших дорiвнює 2015− 1260=755.

При початку на ‘B’, можливих продовжень є 𝑃 (1, 1, 3, 4), бо якщо взяти на

першу позицiю ‘A’, на подальшi позицiї лишається 𝑎=1 штука ‘A’, 𝑏=1 штука ‘B’,

𝑐=3 штук ‘C’, 𝑑=4 штук ‘D’.
(1 + 1 + 3 + 4)!

1! · 1! · 3! · 4!
= 2520> 755, тобто шукана виборка

починається якраз на ‘B’, i треба шукати подальшi лiтери виборки.

При початку на “BA”, можливих продовжень є 𝑃 (0, 1, 3, 4), бо якщо взяти

на першi двi позицiї “BA”, на подальшi позицiї лишається 𝑎=0 штук ‘A’, 𝑏=1 шту-

ка ‘B’, 𝑐=3 штук ‘C’, 𝑑=4 штук ‘D’.
(0 + 1 + 3 + 4)!

0! · 1! · 3! · 4!
= 280< 755, тобто шукана

виборка починається не на “BA”, а має на другiй позицiї одну з подальших лiтер,

i номер шуканої виборки серед тих подальших дорiвнює 755− 280=475.

При початку на “BB”, можливих продовжень є 𝑃 (1, 0, 3, 4)= 280< 475, тож

шукана виборка починається не на “BB”, а має на другiй позицiї одну з подальших

лiтер, i номер серед тих подальших рiвний 475− 280=195.
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При початку “BС”, можливих продовжень 𝑃 (1, 1, 2, 4)=
(1 + 1 + 2 + 4)!

1! · 1! · 2! · 4!
=

=840> 195, тож шукана виборка починається якраз на ‘BC’.

При початку “BСA”, можливих продовжень 𝑃 (0, 1, 2, 4)=
(0+1+2+4)!

0! · 1! · 2! · 4!
=

=105< 195, тож шукана виборка має на другiй позицiї одну з подальших лiтер,

номер серед подальших 195− 105=90.

При початку “BСB”, можливих продовжень 𝑃 (1, 0, 2, 4)= 105> 90, тож шу-

кана виборка починається якраз на ‘BCB’.

При початку “BСBA”, можливих продовжень 𝑃 (0, 0, 2, 4)=
(0+0+2+4)!

0! · 0! · 2! · 4!
=

=15< 90, тож шукана виборка має на другiй позицiї одну з подальших лiтер,

номер серед подальших 90− 15=75.

Тепер треба правильно врахувати (наприклад, передбачити if для таких

ситуацiй), що лiтер ‘B’ спочатку було лише 𝑏=2 й тому початок “BСBB” взагалi

неможливий (кiлькiсть=0) i тому треба продовжити, перейшовши до “BСBC”.

I так далi.

У текстi все це займає багато мiсця, але виконується такий алгоритм ду-

же швидко — сумарна кiлькiсть обчислень формули 𝑃 (. . . ) не перевищує 4 ×
(𝑎+𝑏+𝑐+𝑑), тож загальна кiлькiсть дiй може бути виражена як 𝑂((𝑎+𝑏+𝑐+𝑑)2)

навiть при не найкращiй реалiзацiї самої формули; якщо ж факторiали не обчи-

слювати щоразу заново, а зберiгати готовi, можна оптимiзувати усю програму

разом узяту до Θ(𝑎+𝑏+𝑐+𝑑), але при настiльки малих 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 це несуттєво.

Як легко й просто набрати 60% балiв (лише C++). У бiблiотецi

algorithm мови C++ є функцiя next_permutation, яка дозволяє послiдовно

перебирати перестановки у порядку зростання (що й треба у цiй задачi), i яка

правильно працює з будь-якими перестановками (з повтореннями чи без). Так

що можна сформувати string s зi значенням “AA . . . A⏟  ⏞  
𝑎 штук

BB . . . B⏟  ⏞  
𝑏 штук

CC . . . C⏟  ⏞  
𝑐 штук

DD . . . D⏟  ⏞  
𝑑 штук

” i

𝑛−1 разiв застосувати next_permutation(s.begin(), s.end());. Складнiсть

такого алгоритму становить Θ(𝑛) (причому, next_permutation, хоч i має амор-

тизовану складнiсть Θ(1), не дуже швидка), тож вiн нiяк не може бути досить
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ефективним при 𝑛≈𝑃 (5, 5, 5, 5)=
20!

5! · 5! · 5! · 5!
≈ 1,173 · 1010. В умовi цiєї за-

дачi не описано, скiльки балiв на якi дiапазони вхiдних даних припадає, тож

з умови не ясно, що це са́ме 60%; але очевидно, що якiсь бали мусять бути.

А iншi? На жаль, для iнших мов програмування важко запропонува-

ти простий спосiб набрати помiтну частину балiв. Це сумно, але: (1) 100%-ий

алгоритм цiлком можна написати будь-якою з доступних мов програмування;

(2) нiкому з учасникiв не заборонялося вчити й використовувати мову C++.

Писати власний аналог next_permutation не доцiльно, бо потребу́є май-

же стiльки ж зусиль, як ефективний розв’язок початкової задачi, а принести

може, щонайбiльше, тi ж 60% балiв. Тим не менш, кому цiкаво, може знайти у

лiтературi чи Iнтернетi алгоритми генерацiї перестановок.

Є кiлька рiзних класичних алгоритмiв такої генерацiї. I однi з них (якi

визначають, що помiняти у поточнiй перестановцi, щоб перейти до наступної)

оптимiзованi пiд вiдносно швидшу органiзацiю перебору усiх пiдряд перестановок

(у next_permutation використано саме такий). А iншi (зокрема, рекурсивнi)

дозволяють таку модифiкацiю, як вписування додаткових умов, щоб пропускати

непотрiбнi. Говорячи конкретно про цю задачу, такi модифiкацiї можна кiнець

кiнцем перетворити до рекурсивної версiї способу зi стор. 78–80. . .

Задача D. «Кiлькiсть дiльникiв на промiжку»
Вхiднi данi: Або клавiатура, або input.txt Обмеження часу: 1 сек

Результати: Або екран, або output.txt Обмеження пам’ятi: 4 мегабайти

Напишiть програму, яка знайде суму кiлькостей дiльникiв усiх чисел у про-

мiжку вiд 𝐴 до 𝐵 (обидвi межi включно, 𝐴 6 𝐵).

Вхiднi данi. У єдиному рядку через пробiл заданi два натуральнi числа

𝐴 та 𝐵, якi являють собою межi промiжку.

Результати. Виведiть у одному рядку єдине число — суму кiлькостей

дiльникiв усiх чисел промiжку.

Приклад:
Вхiднi данi Результати

119 122 27
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Примiтка. Число 119 має 4 дiльники (1, 7, 17, 119); число 120 має

16 дiльникiв (1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 20, 24, 30, 40, 60, 120); число 121

має 3 дiльника (1, 11, 121); число 122 має 4 дiльники (1, 2, 61, 122). Звiдси

вiдповiдь 4+16+3+4 = 27.

Оцiнювання. 40% балiв припадає на тести, в яких 16𝐴6𝐵61000.

Ще 20% балiв припадає на тести, в яких 16𝐴6𝐵6107. Ще 10% балiв припадає

на тести, в яких 1086𝐵6109, але 𝐵−1006𝐴6𝐵. Решта 30% балiв припадає на

тести, де виконуються обмеження 16𝐴6𝐵61012 i не виконуються обмеження

попереднiх блокiв.

Писати треба одну програму, а не рiзнi програми для рiзних випадкiв; єдина

мета цього перелiку рiзних блокiв обмежень — дати уявлення про те, скiльки

балiв можна отримати, якщо розв’язати задачу правильно, але не ефективно.

Розбiр задачi. Розв’язок на 40–50%%. res:=0;
for c:=a to b do
for p:=1 to c do
if c mod p = 0
then
res:=res+1;

Для отримання 40% балiв достатньо реалiзувати те, що на-

писано в умовi. Наприклад, див. праворуч. Але складнiсть

такого алгоритма Θ((𝐵−𝐴+1)×𝐵), тож вiн отримує вер-

дикт «Перевищено час роботи» на всiх блоках тестiв, крiм 1-го (16𝐴6𝐵61000).

Враховуючи мiркування зi стор. 22 про те, чому для знаходження дiль-

никiв 𝑁 достатньо перебирати «претендентiв» до
√
𝑁 (а не до 𝑁), наве-

дений алгоритм можна модифiкувати, лишивши незмiнним зовнiшнiй цикл

for c:=a to b do, але зменшивши дiапазон перебору внутрiшнього з 𝑐 до
√
𝑐.

Це дає складнiсть Θ((𝐵−𝐴+1) ×
√
𝐵), що допусти́мо як при обмеженнях 1-го

блоку «16𝐴6𝐵61000», так i 3-го блоку «1086𝐵6109, але 𝐵−1006𝐴6𝐵».

Повний розв’язок. В усiх подальших алгоритмах, кiлькостi дiльникiв

набагато легше не шукати на промiжку вiд𝐴 до𝐵, а знайти один раз на промiжку

вiд 1 до 𝐵, iнший — на промiжку вiд 1 до (𝐴−1), й вiдняти дру́гий результат з

першого. Тим паче, що у програмуваннi це означає, що такий пошук пишеться

один раз, оформляється як функцiя, i двiчi викликається.

Не варто дотримуватися (нав’язуваної примiткою з умови) тактики «зна-

йдемо кiлькостi дiльникiв кожного числа́ й пододаємо». Кiлькостi дiльникiв окре-
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мих чисел нiхто не питає, тож можна порахувати всi тi самi дiльники якось iна-

кше. Наприклад, у iншому порядку.

Число 1 є дiльником усiх чисел, тож дiльник 1 приносить у шукану суму

стiльки, скiльки чисел у промiжку. Число 2 є дiльником усiх парних чисел, тож

приносить у шукану суму стiльки, скiльки на промiжку парних чисел. I т. д.

А серед усiх чисел вiд 1 до 𝑁 є рiвно N div k чисел, кратних 𝑘.

На перший погляд, так треба перебирати всi дiльники аж до 𝐵, i реалiза-

цiя такого алгоритму легко пройде тести 1-го та 2-го блокiв (отримавши таким

чином 60% балiв), але буде не досить ефективною нi для 4-го блоку тестiв, нi

навiть для 3-го. Але це можна оптимiзувати, використавши вже згаданий факт

«якщо 𝑝 є дiльником 𝑁 , то (𝑁/𝑝) теж є дiльником 𝑁 , а з чисел 𝑝 та 𝑁/𝑝 хо-

ча б одне6
√
𝑁». Приблизно так: перебравши дiльники лише до

√
𝐵, подвоїти

результат, щоб урахувати дiльники, бiльшi
√
𝐵. Це не зовсiм правда, бо вра-

ховує деякi дiльники двiчi; але цю похибку можна компенсувати, й отримати

правильний алгоритм складностi Θ(
√
𝐵).
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Розглянемо

всi дiльники

усiх чисел

вiд 1 до 32. Круже́ч-

ки позначають, що число

«№ рядка» є дiльником числа́

«№ стовпчика». Чорний (�) кружечок —

дiльник менший кореня вiдповiдного числа,

бiлий (�) — бiльший, напiвзаповнений — рiвний.

Вертикальнi лiнiї виражають згаданий попарний зв’язок

мiж 𝑝 та 𝑁/𝑝. Штрихова горизонтальна лiнiя посерединi мiж

числами 5 та 6 виражає перебiр дiльникiв до
√
𝐵 (точнiше кажучи,

⌊
√
𝐵⌋, воно ж trunc(sqrt(B)) чи floor(sqrt(B))).

Очевидно, cумарну кiлькiсть дiльникiв можна виразити як кiлькiсть чор-

них кружечкiв, помножену на 2, плюс кiлькiсть напiвзаповнених. А для пошуку

Сторiнка 83 з 85



II (районний/мiський) етап 2015/16 навч. року

Черкаська обл., 19.12.2015

кiлькостi чорних достатньо перебрати рядки з 1-го по ⌊
√
𝐵⌋-й, тiльки треба пра-

вильно врахувати кiлькостi бiлих та напiвзаповнених.

Остато́чно, при 16i6
√
𝑛 (де 𝑛 — аргумент щойно згаданої фукнцiї) кiль-

кiсть усiх кружечкiв у рядку №i становить N div i, i серед них є рiвно 1 напiв-

заповнений i рiвно i−1 бiлий (що дає кiлькiсть чорних (N div i) - i).

Завершiть усi цi мiркування та перетворiть їх до вигляду програми мовою

програмування самостiйно.
Насамкiнець, можлива ситуацiя, коли учасник олiмпiади придумав i вмiє

реалiзувати як алгоритм, що проходить 1-й та 2-й блоки тестiв, так i алгоритм,

що проходить 1-й та 3-й блоки, але не придумав останню зi згаданих iдей, яка

дозволяє розв’язати задачу повнiстю. Чи може такий учасник гарантувати собi

70% балiв, узявши однiєю програмою бали i за 2-й, i за 3-й блоки? Запросто,

якщо зробить так: прочитавши зi вхiдних даних 𝐴 та 𝐵, знайде, який iз виразiв

(𝐴+𝐵) чи ((𝐵−𝐴)×
√
𝐵) виявляється меншим, i залежно вiд цього викличе

чи то одну, чи то iншу пiдпрограму, що реалiзує вiдповiдний алгоритм.
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